Dr Mirostaw Jakubiak: Matematyka dla kandydatow na studia na kierunkach $cistych 1

1. Rachunek zdan

Definicja. Zdaniem logicznym nazywamy zdanie oznajmujace, o ktorym mozemy powiedzie¢,
ze jest prawdziwe albo fatszywe.

Kazdemu zdaniu przypisujemy jedng z dwoch wartosci logicznych: 0, jesli zdanie jest fatszywe,
1, jesli zdanie jest prawdziwe. Za pomocg symboli A, v, =, <, ~ oznaczajacych odpowiednio 1,
lub, jezeli...,to..., wtedy tylko wtedy, gdy, nieprawda, ze ze zdan prostych tworzymy zdania
ztozone.

Zdanie

pAq nazywamy koniunkcja zdan p i ¢,

pvq nazywamy alternatywa zdan pi g,

p—=>q nazywamy implikacja zdan o poprzedniku p 1 nastgpniku g,
~p nazywamy negacja zdania p,

p<>q nazywamy réwnowaznoscia zdan p i g.

Wartosci logiczne powyzszych zdan przedstawione sa w tabeli

pPAq pvq | p=9 ~p P=9
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Definicja. Zdanie zlozone, ktorego wartos¢ logiczna jest zawsze rowna 1 niezaleznie od
wartosci logicznych zdan z ktérych jest zbudowane nazywamy prawem logicznym lub
tautologia.

Przyklady.
1)
P | g |~p|pr~p | (pAr~p)=q
1|10 0 1
1] o] o 0 1
o] 1] 1 0 1
0] o0 1 0 1

((paA~p)=q) € TAUT.

2)
P gl p=>q9 | =29 =9
1|1 1 1
10 0 1
0 |1 1 1
0|0 1 0

(b=>q)=q) € TAUT.
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Zasada indukcji zupelnej. Jezeli W (n) jest wlasnosciag okreslong w zbiorze liczb naturalnych
taka, ze

1" W (1) jest zdaniem prawdziwym

oraz

2° ztego, ze dla kazdej liczby naturalnej n, W (n) jest zdaniem prawdziwym wynika, ze W (n +
1) jest zdaniem prawdziwym,

to

W (n) jest zdaniem prawdziwym dla kazdej liczby naturalne;.

Przyklad.

: . .. . . . 1 1 e
Stosujac zasad¢ indukcji zupetnej udowodnimy, ze Y7 -, proeTe 1- — dla kazdej liczby n €
N.

o 1 11 1.1
1 n_1:2"=1k(k+1)_1(1+1)_2_1 2’

o s . wn 1.1 s
2 Zatozenie indukcyjne: Zk=1_k "D 1 — dla kazdej liczby n € N,

.yn+1_ Y 1
Teza: Xz k(k+1) n+2’
Dowad:
nt1_ 1 _yn 1 1 _1__1 + 1 ___(p? 1
k=1pk+1) ~ 2= kk+1) ' (n+D)(n+2) n+l = (n+D)m+2) | (m+Dn+2) n+2’

Zadania
1. Wykaza¢, ze nastgpujace zdania sg prawami logicznymi (tautologiami):
a) (~p)vp — prawo wylaczonego srodka,
b) ~(~p)< p — prawo podwdjnego przeczenia,
¢) pA(qvr)< (pAq)Vv(pAr) — prawo rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy,
d) pv(gar)< (pvg)A(pvr) — prawo rozdzielno$ci alternatywy wzgledem koniunkcji,
e) ~(pvq)=(~ pAa~ q) — prawo de Morgana,
f) ~(prq)=(~ pv~ q) — prawo de Morgana,
g (p=q)=(~pv D),
h) pAq& gap — prawo przemiennosci koniunkeji,
i) pvqg< qvp — prawo przemienno$ci alternatywy,
j) (pA@) AT < pA(qar) — prawo taczno$ei koniunkcji,
k) (pvq)vr < pv(qvr) — prawo tacznosci alternatywy,
1) p=(pvq) — prawo pochtaniania,
m) (pAq)=p — prawo pochlaniania,
n) (p=q)<=(~ p =~q) — prawo transpozycji,

0) ( pA~ p)= q — prawo Dunsa Szkota,
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p) p=(q =p) — prawo symplifikacji,

q) ((0=9) A (g=71))=(p=1) — prawo przechodniosci implikacji,

r) ((p=q) A (qo1))=(per) — prawo przechodnioéci rownowaznosci.
2. Sprawdzi¢, czy nastgpujace zdania sg prawami logicznymi (tautologiami):
a) (p=q)=p,

b) (p=q)=(pv )

o) (p=9)=((g=n)=p=1),

d) (pv)= A= ((~ DA~ D),

e) ((pAg)=~1)=q)v(p=~q),

B ~ ((~ pv~DA(~ p=9)),

g) (p=0)=((~pv~ Ov(pr ).

3. Stosujac zasade indukcji zupelnej udowodnic, ze

a) ¥neN(Zio, k = In(n+ D(@2n + 1),

b) VneN(Zﬁzl k3 = inz (n+ 1)2),

¢) VneN(Zp-,(2k — 1) = n?),

d) VneN(z;::l k(k+1) =n(n+ D(n + 2)),

e) vneN(Xr_,(2k — 1)® = n?(2n® - 1)),

0 vneN(ZE,(2k — 1)? = zn(4n? - 1)),

g) VneN(Z2, (~1)*1k2 = —n(2n + 1)),

h) vneN(Qam, (—1)*1k3 = —n?(4n + 3)),

. n 1 . n

i) VneN(Zk=1 (2k-1)(2k+1) 2n+1>’

. n n n n—-kpk :

Jj) VneNVaeRVbeR ((a +b)" = Dk-o (k) a™*b ) — dwumian Newtona,
k) VneN(Z”_l <nl),

DvneN(Zi,<2-3),

m) VneN(—=+ ——+ —— 4 —— > 2),
n+2 n+3 n+n 24
n) VneNVx = —1((1 + x)™ = 1 + nx) — nierdéwno$¢ Bernoulli’ego,
0) VneNvx =0 ((1 +x)" > 1+ nx + 222 1)x2),
p) VneN(6|(n® — n)),
q) YneN(11|(26n*1 + 32n+2)),
r) vn > 2(12|(10™ — 4)),
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) VneN(11|(55mF1 4 45n+2 4 351))
t) VneN(9|(4" + 15n — 1)),
u) VneN(133](117+2 + 122n+1y),

W) zbidr n-elementowy ma (Z) podzbioréw k-elementowych (0 < k < n),

V) zbiér n-elementowy ma 2™ podzbioréw.

Wskazoéwki i odpowiedzi:

2. a) nie jest, b) nie jest, ¢) jest, d) nie jest, e) jest, f) nie jest, g) jest.

2. Rachunek zbioréw
Zbidr jest pojeciem pierwotnym.
Definicja sumy zbioréw.
AUB = {x:xeAvxeB}.

Definicja iloczynu (cze$ci wspoélnej) zbiorow.
ANB ={x:xeAArxeB}.

Definicja réznicy zbioréw.
A\B = {x:xeAAx¢B}.
Definicja dopelnienia zbioru.
—A={x:x & A}.

Przyklad.
NiechA,Bc RiA = (-2,1)iB = (0,3], wtedy

AUB = (-23], AnB = (0,1), A\B = (—2,0], B\A = [1,3], =4 = (=0 — 2] U [1, +0),
—B = (—00,0] U (3, +0).

Zadania

1. Wyznaczy¢ 1 naszkicowac na osi liczbowej lub w uktadzie wspotrzednych zbiory
AU B,ANB,A\B, B\A, jezeli

a)A={x€R:x2>1}, B={x€R: x?<4},

b) A ={(x,y) €R*y = x|}, B={(x,y) ER*x =y},

)A={(x,y) ER*:x*+vy?2 <4}, B={(x,y) ER*:x +y < 2}.

2. Udowodni, ze dla dowolnych zbioréw 4, B, C zachodza nastepujace réwnosci:
a) (AU B)\C = (A\C) U (B\(),

b) (A\B)\C = A\(B U 0),

¢) A\(B\C) = (A\B) U (4n (),

d) A\(B U C) = (A\B)C(A\0),
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e) A\(B N C) = (4\B) U (A\0),
f) —(AU B) = (—A N —B) — prawo de Morgana,
g) —(AnB) = (—A U —B) — prawo de Morgana.

Wskazoéwki i odpowiedzi:

La)Ad = (—00,—1) U (1,+), B = (=2,2), AUB = (=00, +),

ANB = (=2,—1) U (1,2),A\B = (—00,—2] U [2, +0), B\A = [-1,1],
b)AUB ={(x,y) ER:y=—xv(y=xrx>0)},

ANB={(x,y) ER*:y=xrx=0},A\B ={(x,y) ER*:y=—xrx <0},
B\A ={(x,y) ER®:y = —x rx >0},

)AUB={(x,y) ER:x+y<2v2—-x<y<V4—xZ},

AnB={(xy) €R*x*+y*<4ry<2-1}
A\B={(x,y)ER2:2—x gyg,/4_x2},

B\A={(x,y) ER*:y<2—xAx?+y?>4}.

3. lloczyn (produkt) kartezjanski. Relacje

Definicja. Iloczynem kartezjanskim niepustych zbioréw A i B nazywamy zbiér wszystkich par
uporzadkowanych (a, b) takich,zea € Aib € B.

A X B={(a,b):a€ AnD € B}.
Przyklad. {1,2} x {0,1} = {(1,0), (1,1), (2,0), (2,1)}.

Definicja. Relacja p okreslona w iloczynie kartezjanskim A X B nazywamy dowolny podzbidr
tego iloczynu.

Jezeli p € A X A = A?, to moéwimy, ze p jest relacjg okreslong w zbiorze A.
Definicja. Relacje p © A? nazywamy relacjg rownowaznosci, jezeli

1) Vx € A(xpx), (p jest zwrotna),
2)Vx,y € A(xpy = ypx), (p jest symetryczna),
3)Vx,y,z € Al(xpyA ypz) = (xpz)], (p jest przechodnia).

Definicja. Klasa abstrakeji relacji p € A? wyznaczonej przez element x € A nazywamy zbidr
wszystkich y € A takich, ze xpy.

lxll = {y € A: xpy}

Kazda relacja rownowaznoéci p € A? ustala podziat zbioru A na niepuste i roztaczne podzbiory,
ktore sg klasami abstrakcji tej relacji. Zbior klas abstrakcji nazywamy zbiorem ilorazowym.

Przyklad. Wykazemy, ze relacja pc Z? okre$lona wzorem apb<>3k € Z(a — b = 4k) jest
relacjg rownowaznosci 1 wyznaczymy klasy abstrakcji tej relacji.

1)Va € Z(apa) — zwrotnosé

a—a=4-0= apa,
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2)Va,b € Z(apb=bpa) — symetrycznos¢

aphb 3k e€Z(a—b=4k)=>b—a=4(—k)=3l=—-keZ(b—a=4Il) = bpa,
3)Va,b,c € Z[(apbrbpc)=>(apc)]| — przechodnio$é

apb © 3k € Z(a — b = 4k),

bpc © 3l € Z(b — c = 4l),

a—c=(@—b)+(b—-c)=4k+1) = apc.

Relacja p spetnia warunki 1) — 3), wigc jest relacjg rownowaznosci. Wyznaczymy teraz klasy
abstrakcji tej relacji.

|0|| = {0,+4,148,..} ={a € Z:a=4k rnk € Z},

N1l = {+1,45,49,..} ={a € Z:a=4k+1rk € Z},
2]l = {+2,46,+10,..} ={a € Z:a=4k + 2 rn k € Z},
131l = {+3,47,+11,..} ={a € Z:a= 4k + 3 rk € Z}.

Relacja p ustala podziat zbioru Z na cztery roztagczne podzbiory (klasy abstrakcji) tzn.
Z = ol u Izl u li2[f v lI3lI.
Zadania

1. Niech A = {a, b, c} oraz B = {a, ¢, d}. Wyznaczy¢ zbiory A X B, B X A.

CzyAXB =BxA?

2.Niech X = {x € R: x* < 1} oraz Y = R. Wyznaczy¢ zbior X X Y.

3. Niech A = [—1,1] oraz B = [—1,2}. Wyznaczy¢ zbior A X B.

4. W prostokgtnym uktadzie wspotrzednych narysowaé zbiory N X N = N, R X R = R?.

5. Sprawdzi¢, czy dane relacje sg relacjami rownowaznosci, jezeli tak wyznaczy¢ klasy
abstrakcji danej relacji:

a) X = zbidér wszystkich studentéw danej grupy.
xpy < x urodzit si¢ w tym samym miesigcu co y,

b)
ab | 1 2 3
1 *
2 * *
3
c)
a\b | 1 2 3
1 * *
2 * *
3 * *

Symbol # oznacza, ze elementy a, b sa ze sobg w relacji.

d) p c 72, kplsk? = 12,
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e) p < R%, xpysy = 2x,

f) pcZ? apb<3k € Z(a — b = 2k),

g) pcZ? apbe3k € Z(a — b = 3k),

h) p = N?,apb<s alb(tzn.3k € N(b = ka)).

Wskazowki i odpowiedzi:

1.Ax B ={(a,a),(a,c),(ad),(b,a),(brc)(bd) (ca)(cc) (cd)}

B xA={(a,a) (ab),(ac)(ca),(cb)(cc)(da)(db)(dc)}, AXB*BXA.
2.X XY ={(x,y) € R>:x € [-1,1]Ay € R}.

3.AXB ={(x,y) € R%:x € [-1,1]ay € —1,2]}.

5. a) Jest relacjg rownowaznosci, ||x|| = zbior studentow, ktorzy urodzili si¢ w tym samym
miesigcu co student x, b) jest relacjg rownowaznosci, ||1|| = {13}, ||2]| = {2,3}, ¢) nie jest relacja
rownowaznosci, d) jest relacjg rownowaznosci, ||k|| = {k. —k}, e) nie jest relacja
rownowaznosci, f) jest relacjg rownowaznos$ci, ||0]| = {0,+2,+4,...}, |11l = {1, £3,15,...},
g) jest relacjg rownowaznosci, ||0]| = {0, £3,+6,...}, |[1]| = {*1,+4,1+7,...},
12]] = {£2,£5, %8, ...}, h) nie jest relacjg rOwnowaznosci.

4. Funkcja. Podstawowe wlasnosci funkcji.

Definicja. Przyporzadkowanie kazdemu elementowi x € X doktadnie jednego elementu y €
Y nazywamy funkcjg przeksztalcajaca zbior X w zbiér Y i oznaczamy f: X — Y.

Definicja. Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji f i oznaczamy przez Dy lub D, a zbiér

{y €Y:3x € X (y = f(x))} nazywamy zbiorem wartosci (przeciwdziedzing) funkcji f i
oznaczamy przez D¢ lub D*.

Jezeli D* =Y, to moéwimy, ze funkcja f przeksztatca zbidr X na zbiér Y.
Przyklad. f(x) = Vx + 1,

f:[=1,400) = [0, +00),

D =[-1,4+0), D* =][0,+0).

Funkcja okre$lona wzorem f(x) = vx + 1 przeksztatca przedzial [—1, +o0) na przedziat
[0, +00).

Definicja. Funkcje f: X — Y nazywamy réznowartosciowa w zbiorze A c X, jezeli
Vxy, x; € A(xy # %= (x1) # f(x3))

lub rownowaznie
Vxy,x; € A(f(xq) = f(x2)=x1 = x3).

Jezeli A = X, to funkcje f nazywamy réznowarto$ciowa.

Przyklad.

Wykazemy, ze funkcja okre$lona wzorem f(x) = 3x2 + 1 jest roznowarto$ciowa w przedziale
[0, +0) i nie jest roznowartosciowa w zbiorze R.
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Jezeli xq,x, € [0,40)i f(x;) = f(x),t03x3 +1=3x5+1>xi=xs>x}—x=0>
(x; —x3)(x1 + x,) = 0 = x; = x, = funkcja f jest roznowarto$ciowa w przedziale [0, +0).

Zauwazmy, z¢ jezeli x; = —1ix, = 1,to f(x;) = f(x;) = 4, co oznacza, ze funkcja f nie jest

réznowarto$ciowa w zbiorze R.

Definicja. Funkcje f: X — Y nazywamy

a) surjekcja, jezeli przeksztatca zbidr X na zbiér Y i oznaczamy f: X = Y,
1-1
b) injekcja, jezeli jest roznowarto$ciowa i oznaczamy f: X —Y,
c) bijekcja, jezeli jest surjekcja 1 injekcja.
Definicja. Funkcj¢ f: X € R - Y C R nazywamy

a) rosngcy, jezeli Vxy, x, € A(x; < x=f(x1) < f(x3)),

b) malejaca, jezeli Vx,,x, € A(x; < x,=f(x1) > f(x3)),

c) niemalejaca, jezeli Vxq, x, € A(x; < x=f(x1) < f(x3)),
d) nierosnaca, jezeli Vxq,x, € A(x; < x,=f(x1) = f(xy)).

Funkcje spetniajaca ktorykolwiek z warunkéw a) — d) nazywamy funkcja monotoniczng.

Przyklad.

def
f)=x]=kSk-1<x<kkeZ

Funkcje okre§long powyzszym wzorem nazywamy funkcjg entier i oznaczmy rowniez przez E.
Jezelix; € [k,k+ 1) ax, € [k,k+ 1Ak €Z Ax; < Xy, 10 [x1] = [x3],

jezelix; €E[k,k+ D) ax, €L+ DAk IEZAKk <L, to[x1] < [x3].

Zatem Vx4, X, € R(x; < x, = [x1] < [x3]), co oznacza, ze funkcja entier jest niemalejaca.
Definicja. Jezeli zbior X jest symetryczny wzgledem punktu x = 0, to funkcje

f:X € R - Y C R nazywamy

a) parzysta , jezeli Vx € X(f(—x) = f(x)),
b) nieparzysta, jezeli Vx € X(f(—x) = —f(x)).

Przyklady.

1) f(x) =3x*>+1

f(=x) =3(-x)*+1=3x2+1= f(x),

Vx € R(f(—x) = f(x)) = funkcja f jest parzysta.

2) flx) =x3—x

f(=) = (-x)> = (—x) = —x* + x = —f (x),

Vx € R(f(—x) = —f(x)) = funkcja f jest nieparzysta.

Uwaga. Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi Oy, a wykres funkcji
nieparzystej jest symetryczny wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.



Dr Mirostaw Jakubiak: Matematyka dla kandydatow na studia na kierunkach $cistych 9

Definicja. Funkcje f: X € R = Y C R nazywamy okresowa, jezeli istnieje liczba rzeczywista
T # 0taka, ze Vx,x + T € X(f(x +T) = f(x)).

Liczb¢ T nazywamy okresem funkcji f, a najmniejszy dodatni okres, o ile istnieje, nazywamy
okresem podstawowym (gléwnym).

Przyklad.
f&x) =[x] —x,x €R,

okresem funkcji f jest kazda liczba catkowita, a okresem podstawowym jest liczba T = 1.

5. Wielomiany

Definicja. Wielomianem n-tego stopnia o wspotczynnikach rzeczywistych nazywamy funkcje
postaci W (x) = apx™ + ap_1x" 1 + -+ a;x + ay, gdzie ag,ay, ...,an_1,a, € R,ME N, a, #
0.

Przyklad. W (x) = x3 + 2x? — 3 —wielomian 3-go stopnia.

Definicja. Liczbe rzeczywista a nazywamy pierwiastkiem wielomianu W (x), jezeli
W(a) = 0.

Definicja. Liczbe rzeczywista a nazywamy pierwiastkiem k-krotnym wielomianu W (x),
jezeli W (x) dzieli si¢ przez (x — a)* i nie dzieli sie przez (x — a)**1.

Przyklad. W (x) = x* — x?
0 — pierwiastek dwukrotny,
—1,1 — pierwiastki jednokrotne.

Twierdzenie Bézouta. Wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x — a wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba a jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Twierdzenie. Reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian x — a jest réwna W(a).
JezeliW(x) = P(x)(x —a) + r,tor = W(a).

Twierdzenie. Jezeli liczba catkowita k jest pierwiastkiem wielomianu W (x) = a,x™ +
Ap_1x™ 1 + -+ a;x + ag o wspodlczynnikach catkowitych, to k|a,.

Twierdzenie. Jezeli liczba wymierna s jest pierwiastkiem wielomianu W (x) = a,x™ +

Ap_1x" 1+ -+ a;x + a, o wspdtczynnikach catkowitych, to play i glay,.
Przyklad. W(x) =3x3 + x> +x -2, x = g jest pierwiastkiem W (x).

Zadania

1. Rozwigzaé réwnania:
a)x*—x3—-8x+8=0,b)6x>—7x*—x+2=0, ¢) (x> —x)*— (x* —x)2 - 12 =0,
d) (2x% — 1) = x* +x? + 3.

2. Rozwigza¢ nierdwnosci:
a)x3+2x2—x—-2<0, b)2x3+5x2—4x—3 >0,
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Ox*<(2x?-1% d)(x*-1)*-2(x*-1)2-8<0.
3.Wyznaczy¢ warto$ci a i b dla ktérych wielomian W (x) = (a + 1)x? + bx — 6 jest podzielny
przez wielomian P(x) = (x — 1)(x — 2).

4.Wyznaczy¢ reszte z dzielenia wielomianu W (x) przez wielomian
Px)=((x+1Dx—-1)x—-2),jezeli W(=1) = -1, W(2) = 2.

5. Dla jakich warto$ci parametréow a i b wielomian W (x) = x* — 5x3 4+ 9x2 + ax + b jest
podzielny przez tréjmian P(x) = x? — x — 2. Wyznaczy¢ wszystkie pierwiastki wielomianu
W (x).

6. Dla jakich warto$ci parametréw p i g liczba 1 jest trzykrotnym pierwiastkiem wielomianu
W(x) = x* —5x3 +9x2 + px + q?

7. Wyznaczy¢ wspotezynniki a, b i ¢ réwnania x> + ax? + bx + ¢ = 0 tak, aby jego
rozwigzaniami byty tylko liczby a i b.

8. Wykaza¢, ze niezaleznie od parametru p wielomian
W(x) =x3—(p+1)x? + (p — 3)x + 3 ma pierwiastek catkowity.

9. Wykazac¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierownos¢
x*—x3+xP-x+1>0.

10. Dla jakich warto$ci parametréw m i p parabole okre§lone rownaniami
y=x2+m+2)x+miy=(—m-—2)x*+ mx + m + p przecinajg 0§ 0X w tych samych
dwoéch punktach?

11. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie (m — 5)x> —4mx+m —2 =0

a) ma doktadnie jeden pierwiastek? Dla wyznaczonych warto$ci m obliczy¢ ten pierwiastek.
b) ma dwa rdzne pierwiastki dodatnie?

¢) ma dwa pierwiastki o roznych znakach?

12. Wyznaczyé liczbe rozwigzan réwnania |x? + 3x| + 1 = k w zaleznosci od parametru k.

13. Dla jakich warto$ci parametru p réwnanie %x“ + (3 — p)x? + p? = 0 ma cztery rézne

pierwiastki rzeczywiste?

14. Dla jakich warto$ci parametru m jeden z pierwiastkéw rownania
8 3 . . .
Cm+ Dx? + 3mx tom= 0 jest sinusem, a drugi cosinusem tego samego kata?

Wskazoéwki i odpowiedzi:

La) (1,250 {3 .2 1} 0 (-1,2},d) {-VZ, V2}.

2.8) (~0,-2) U (~1,1),b) (=3,-2) U (1, +%0), &) (=00, U (- 2,2

3
d)[-1,2]. 3.a=4,b=1. 4.r(x)=ax2+(§—a)x+§—2a, a €R.
5a=1,b=-14,x,=—-1,x,=2. 6.p=-7,q=-2. 7.(a=b=c=0)Vv

3 9 81
(a——l,b—1,c—1)v(a—§,b——§,c—E). 8.W(1)—0.

10. (m = —-1Ap = 2)v(m =p = —4). 11.a) (m =5x =23—0)v(m =1,x= —%)v

) U (1, +00),
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(m=—13—0,x— ) b) m € @, c)mE(— 1) 12. (k < 1) — 0 — pierwiastkow,

(k =1vk > 14—3) — 2 pierwiastki, (k = T) — 3 pierwiastki, (1 <k< %) — 4 pierwiastki.
7+\/_

13.p>9. 14.m

6. Funkcje wymierne

Definicja. Funkcja wymierng nazywamy funkcje postaci f(x) = QE ;, gdzie P(x) i Q(x) sa

wielomianami.

—x%+1

Przyklad. f (x) = 713

Szczegblnym przypadkiem funkcji wymiernej jest funkcja homograficzna.

Definicja. Funkcj¢ wymierng postaci f(x) = , gd21e ad # bc, 1 ¢ # 0 nazywamy funkcjg
homograficzng.

D= R\{—%}, D = R\{%}.

Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola majaca asymptote pionowa dang
rOwnaniem x = — %, oraz asymptot¢ poziomg o rOwnaniu y = % .

Jezeli a # 0, to miejscem zerowym funkcji homograficznej jest punkt x = — Z.

Gdy a =01d =0, woéwczas funkcja homograficzna jest funkcja nieparzysta, a jej asymptotami sg
osie uktadu wspotrzednych.

Zadania

1. Okreélic’ liczbe rozwigzan réwnania:

a) — =2, b) E = 2, ) — = p. Poda¢ odpowiednig interpretacj¢ geometryczng.

2. Rozwiqzac’ rOwnania:
x%2+6x+6 Ix 2|

) " = 1 w2+ 1= 0.
3. Rozwigza¢ nierdwnosci:
2_
Dl <x b)[EE 23, 0 <3,
x-3 xX+4

. , .. xX+2 . P1e s s . , .
4. Naszkicowaé wykres funkcji f(x) = |;|, a nastepnie okresli¢ liczbe rozwigzan rownania

f(x) = p w zalezno$ci od parametru p.

. , . -3 . . , .. .
5. Naszkicowaé wykres funkcji f(x) = liﬂl, a nastgpnie naszkicowaé wykres funkcji g, ktéra
kazdej warto$ci parametru m przyporzadkuje liczbe rozwigzan rownania f(x) = m
6. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie x + T;T_; =4 ma

a) doktadnie jedno rozwigzanie, b) dwa rozwigzania?
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3x2—4mx+5
(m+2)x*+6(m+2)x2

7. Dla jakich warto$ci parametru m dziedzing funkcji f(x) = —— jest zbiér

wszystkich liczb rzeczywistych?

8. Woda moze wplywaé do basenu z dwoch krandw. Za pomoca pierwszego kranu basen napeini
si¢ w czasie o 2 godziny dtuzszym, za pomocg drugiego kranu w czasie o 4,5 godziny dtuzszym
niz przy napetnianiu basenu z obu krandéw jednoczesnie. W jakim czasie mozna napetni¢ basen
uzywajac tylko pierwszego, w jakim czasie tylko drugiego kranu?

Wskazoéwki i odpowiedzi:

1. a) (p = 0) — O rozwiazan, (p # 0) — 1 rozwigzanie, b) (p = 2) — 0 rozwigzan,
(p # 2) — 1 rozwiazanie, ¢) (p = 1) — O rozwigzan, b) (p # 1) — 1 rozwigzanie.
2.2){=6,-3,-2,—1}, b) {0,4}. 3.2) (£,3).b) (—0,—8) U [2,—1) U (=1, +o0),
¢) x € R\{—4}. 4. (p < 0) — 0 —rozwigzan, (p = 0 v p = 1) — 1 rozwigzanie,
(0<p<1vp>1)—2rozwigzania.

0, gdym € [-1,0)
5.9(m)=11, gdyme€ (—o,—1) U {0} U [1. +0).

2, gdyme (0,1)
6.a) m€ {7,8},bym e (7,8) U (8,+x). 7.m € [-2,0) U (0, +). 8. Za pomoca
pierwszego kranu w ciggu 5 godzin, a za pomoca drugiego kranu w ciaggu 7,5 godziny.

7. Funkcje wykladnicze

Definicja. Funkcja wykladniczg o podstawie a nazywamy funkcj¢ postaci f(x) = a*,
gdzie a > 0.

{1}, gdya=1

D=R, D ={(O,+00), gdya+1

Podstawowe wlasnos$ci funkcji wyktadnicze;j:
1) x; =x, < a* =a*2, gdy a # 1 — jest roznowartosciowa,
2) x1 <xp,<a* <a*2,gdya>1-— jestrosnaca,
3) x; <xp,ea¥>a*2,gdy0<a<1-— jest malejgca.
Wiasnosci 1) — 3) wykorzystuje si¢ do rozwigzywania rdwnan i nierownosci.
Przyklady.
1) Rozwigzemy rownanie wyktadnicze 3¥~1 = 1,
3 1l=30sx-1=0x=1.
2) Rozwigzemy nieréwnoéé 32* < 9,

3 <32 2x<2ox<l1.

2x|
3) Rozwigzemy nier6wnos¢ (Z) > o

2|x| 2
(E) >(§) e2x<<2elx<le-1<x<1.
4 4

Zadania

1. Rozwigza¢ réwnania:
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a) 2*+1 = 4%, b) 751 = 51, ¢) (5v5)" = 0,04+ 125%°2, d)4* —5-2% + 4 = 0,
X X
€37 +2-3%1-27=0,025+6-5 +5=0,g (V5-2v6) +(V5+2V6) =10,
X X
h(VvZ+1) +(VV2-1) -6=0.

2. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie a) 6* =m —5, b)9* -2-3* 4+ m =0,
c) m4* — 4 -2* + 1 = 0 ma dokladnie jedno rozwigzanie?

3. Dla jakich wartoséci parametru m réwnanie a) 3% = m, b) 25%* —m -5 —m + Z =0 ma

dwa rézne rozwigzania?

4. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie 2¥*+1 - m(m D= 2% 82 F(ma+m+1)

ma dwa rézne pierwiastki, ktérych suma odwrotnosci Jest niedodatnia?

%2

5. Dla jakich wartosci parametru k iloczyn roznych pierwiastkéw réwnania 52 -

V25kk-1) o
V125kx¥+k+1 — _——— = () ma warto$¢ najmniejsza?

5—x(x+1)

6. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie 4! + 2(2m + 1)2¥ + 4m?2 —5 =0
ma doktadnie jeden pierwiastek?

7. Rozwigza¢ nieréwnosci:
a) 2575 > 0, b) (V6)" > (V6)", ¢) 251 +5-2%1 —9 < 0,d) 9* — 4351 +27 < 0.

8. Udowodni¢, ze
a) liczba 5 + 52 + 53 + -+- + 550 jest podzielna przez 6,
b) liczba 2 + 2% + 23 + -+ + 22! jest podzielna przez 7.

9. Poréwnac liczby

a) \/Eﬁ i \/§ﬁ, b) \/§vg i \/Eﬁ.

Wskazowki i odpowiedzi:

lLLajx=1,b)x=1¢)x=6,d)x=0vx=2,¢)x=1H)x€P, ggx=-2vx=2,

h)yx=—4vx=4.2.aym>5, byme€ (—,0] U {1}, c) m € (—o,0] U {4}.

lam>1Lbl<m<i. 4. me(—oo,—4)u(—4,—§)u(§,3). 5.k =2

6. Podstawi¢ 2/*I = t i rozwazy¢ przypadki 1) (A= 0 Aty = 1) i
2)((A>0At; =1At, <1).Wprzypadku 1) m € §,w 2) m .7.a) x ER,

b)x> -3, ¢)x <1, d)1<x<2.8.a)5+52+---+549+55°—5(1+5)+ -+ 5%9(1 +
5, b)2+22+23+ - +21942204 221 = 2(1+2+2%) + -+ 2191 + 2 + 22).
vz
V3 V2 V3 V2 V6
9.0)VZ" <3 e (V27 <V37) o2 <3e2F <

1+\/—
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A/ 1
Do poréwnywania liczb v/n M vn + 1\/Z mozna wykorzysta¢ wlasnosci funkcji f(x) = xx,
1
Jnm+1) ’

8. Funkcje logarytmiczne

w tym celu nalezy najpierw obie liczby podnies¢ do potegi

Definicja. log, x = y<a’ =x, 0<a#1, x>0.

Wiasnosci logarytmu:

1) log,(xy) =log, x +log, vy,
X
2) log, S = log, x —log, vy,

3) log,x = logy X

logpa’

Definicja. Funkcja logarytmiczng o podstawie a nazywamy funkcje postaci f(x) = a*,
gdzie 0 <a #1.

D =(0,4»), D*=R.
Podstawowe wtasnos$ci funkcji logarytmicznej:

1) x; =x, < log,x; =log,x, — jest roznowartosciowa,
2) x1 < xp<logyax; <loggx,, gdy a > 1 — jest rosnaca,
3) x1 <xyelogex; >loggx,y, gdy 0 < a <1 — jest malejaca.

Wiasnosci 1) — 3) wykorzystuje si¢ do rozwigzywania rownan i nierdwnosci.

Przyklady.

1) Rozwigzemy rownanie logarytmiczne log, (4 — x2) = 1,
D={x€R:4—x?>0}=(-22),

log,(4—x?) =log,2 o 4—x*=20x>=2ex=+JV2€D.

2) Rozwigzemy nieréwno$¢ log, (4 — x2) < 0,

D={x€R:4—x?>0}=(-22),

log,(4 — x?) <log, 1,

4—xl<1e3-x2<0ox<—3vx>3

Po uwzglednieniu dziedziny nierdwnosci rozwigzaniem bedzie zbior (—2, —\/§) U (+/3,2).

3) Rozwigzemy nierdwnos¢ logi(x — 4) = 2,
3
D={x€R:x—4>0}= (4 +x),

2
logi(x —4) > lo L ,
g1(x —4) = log: (3)

3

1
x—4<-©x<—,
9 9

Po uwzglednieniu dziedziny nieréwnosci rozwigzaniem bedzie przedziat (4, 37,7] .

Zadania
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1. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji:
a) f(x) =log,(x? + 4x + 3), b) f(x) =log, (3 —x), ¢) f(x) =log(x?+ 3x + 4).

2. Czy funkcje f i g sarowne, jezeli
a) f(x) = logs(x — 2) +logs(x — 3), g(x) = logz(x — 2)(x - 3),

l —
b)f (x) = log, (x — 2) ~ logs(x — 3), g(x) = 222

¢) f(x) =logx?,g(x) = 2logx, d)f (x) =logx?, g(x) = 2log|x|.

3. Obliczy¢ log,pcp, jezeli log,p = 2, log,p = 3,log.p = 6.

4. Udowodni¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n = 2 zachodzi rownos¢
logs2 -log,3 -logs4 - -+ - log,41n = log,412.

5.Wykaza¢, ze jezeli a,b € (0,1), to log,b + log,a = 2.

6. Rozwigza¢ réwnania:

a) log(x? — 4) = log3x, b) log, 5 (x + 2) = 2log, 5(—x), ¢) log,x + log,(x +1) —1 =0,
d) logox + logzx = 3, e) x1°8% = 10, f) 91083(*=3) = 4,

g) x — log5 = xlog5 + 2log2 — log (1 + 2%), h) logx + 4,/logx = 5, i) x'*1°8%¥ = 100x?,
j) logg(3x — 1)3 —log,(x + 1)* +log,(x — 1) = 0.

7. Dla jakich warto$ci parametru m wielomian
W (x) = x3log?m — 3x%logm — 6x — 2logm jest podzielny przez dwumian x + 1?

8. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie x* — 2x — logi m? = 0 ma dwa rozne pierwiastki,
3

ktérych suma kwadratéw jest mniejsza od 6?7

log(—x)+logk

9. Dla jakich warto$ci parametru k réwnanie
log(3—x)

= 2 ma doktadnie jeden pierwiastek?

Obliczy¢ ten pierwiastek.

10. Dla jakich wartoéci parametru k réwnanie logg27 — logs(x + /3) = k ma pierwiastek
nalezacy do przedziatu (3v/3, 5v3)?

11. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie
(2 + m)log3(x + 4) + 2(1 — m)log,(x + 4) + m — 2 = 0 ma tylko ujemne pierwiastki?

12. Rozwigza¢ nierownosci:
a) logsx > logs(2x — 3), b)logg 25x > —2, ¢) loggsx —logys(x + 2) > 2,
d) log3x —logx* <0, e)log,(3—x) <1, f) logz[logo_s(x — 4)] <1,

g) 10g|5x-3/5 > 108 2,36, h) log, (2 —x —x?) < 1, i) lng% > 1,

2 1
+—> 2.
1+logx = logx

j) log38x — log34x + logZ2x > log,64, k) 1 —log,(5* —4) = x, 1)

13. Wyznaczy¢ najwigkszg warto$¢ funkeji f (x) = log;6x — logsx2.
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210gx2+310gy2—0

14. Rozwigza¢ uktad réwnan { _ay? =0

15. Zaznaczy¢ w ukladzie wspoétrzednych zbior punktéw (x, y) spetniajacych nierownos¢é:
a) log,y > 2, b) log,log,x > 0, ¢) log,y < log,x.

Wskazoéwki i odpowiedzi:

l.a)D =(—3,-1),b)D=(0,1) U (1,3),¢) D = R.2.a) Nie, g(x) =log;(x —2)(x — 3),
b) nie, ¢) nie, d) tak. 3. Zamieni€ log,,cp nalogy. 6.a) x =4,b)x = -1, ¢c)x =1,d)x =9,
e) x=01vx=10, H)x=5 g x=2, hx=10, i))x =0,1vx =100, j)x = 3.

7.m=001vm=1000. 8.m € (—V3~2)U (/3 +0). 9.k =12,x = 3.
10.10g50,5 < k < log; 0,75.11.m € (—00,—10) U [-2,5]. 12. 2) x € (g 3), b) x € (0,16),

oxe(02) ayxe(o,=|u[100, oxeOnU(Z3) Hxel,5),pre(Li)u

100

.2), mxe(0v3-1), hre(35)u(1,25), )xe( i]u[1,+oo),

2

) x € (logs4,1]. D x € (2,50 u (1,10). 13.1. 14. x =25 y=27%

9. Funkcje trygonometryczne
1) y =sinx.
D =R, D*"=[-11].
Jest funkcja okresowa o okresie podstawowym rownym 27, jest funkcjg nieparzysta.
Réwnanie podstawowe: sinx = a, a € R.

Jezeli |a| > 1, to rbwnanie nie ma rozwigzan, jezeli |a| < 1, to rGwnanie ma w zbiorze liczb
. N , . o . , , m T . . .
rzeczywistych nieskonczenie wiele rozwigzan, wowczas Ix, € [— ;,;] (sinxy = a) i wszystkie

rozwigzania maja postaé x = xg + 2kmix =mw — xy + 2k, k € Z.

Przyklad.
sinx = — <
2
I8
Xog = —=
°7 6
Rozwigzania rOwnania sinx = — % s postaci x = —% + 2knvx = %n + 2km, k € Z.
2) y =cosx.

D =R, D*"=[-11].
Jest funkcjg okresowg o okresie podstawowym rownym 21, jest funkcja parzysta.

Réwnanie podstawowe: cosx = a, a € R.

Jezeli |a| > 1, to rbwnanie nie ma rozwigzan, jezeli |a| < 1, to rGwnanie ma w zbiorze liczb
rzeczywistych nieskonczenie wiele rozwigzan, wowczas 3x, € [0, w](cos x, = a) i wszystkie
rozwigzania maja postaé x = xo + 2kmix = —xy + 2kn, k € Z.

Przyklad.
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V2
CosX = —-
T
Xo =17
Rozwigzania rOwnania cos x = g sg postaci x = g +2knvx = —% + 2km, k € Z.

3) y=tgx.
D=R—{(k+1)7,k€Z}, D" =R.

Jest funkcjg okresowa o okresie podstawowym rownym 7, jest funkcjg nieparzysta.
Réwnanie podstawowe: tgx = a,a € R.

Réwnanie ma w zbiorze liczb rzeczywistych nieskonczenie wiele rozwigzan,

Ax, € (— %,g) (tg xo = a) 1 wszystkie rozwigzania majg posta¢ x = xo, + km, k € Z.

Przyklad.
tgx =3
s
Xg = §
Rozwigzania rownania tg x = v/3 sa postaci x = g + km, k € Z.

4) y = ctgx.

D=R—-{kn,ke€Z}, D" =R.
Jest funkcja okresowa o okresie podstawowym rownym m, jest funkcja nieparzysta.

Réwnanie podstawowe: ctgx = a,a € R
Rownanie ma w zbiorze liczb rzeczywistych nieskofnczenie wiele rozwigzan,

dx, € (0, m)(ctgx, = a) i wszystkie rozwigzania maja posta¢ x = xo + km, k € Z.

Przyklad.
ctgx = —V3
RY/4
Xg =—
°" 6
Rozwigzania réwnania ctg x = —V/3 sg postaci x = 5?” + km, k € Z.
Zadania
1. Wykaza¢, ze
_ _ 1 1 __ 2cosx 1-tg2x 2.
a) ctgx — tgx = 2ctg2x, b) sinx+cosx + cosx—sinx  cos2x’ ©) 1+tg2x Zeosx — 1.

2. Rozwigza¢ réwnania:

a) cosx = —%, b) tg(3x — g) =+/3,¢) 2sin®x +sinx — 1 = 0, d) tg*x — 4tg’x +3 =0,

17
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e) cos2x + 2cosx +1 =10, f) ctgx +tgx = f, g) ctgx + tgx = 4sin2x,

h) (cosx — sinx)? + tgx = 2sin®x, i) ctgx + 1i r:; = 2,j) cos2x +sin2x =1,
k) sin2x = cosx + |cosx|, x € [0,2m], 1) 3sin®x — 3cos’x,) ) cos(nlogx) +

sin(mlogx) —1 =0, n) cos(x —1)=x*-2x+2,0)2cosx = logy + logy

p) tg?(x +y) +ctg?(x+y) = —x? — 2x + 1.

k%-3k+2
k2-2

3. Dla jakich wartosci parametru k rownanie sin3x = ma rozwigzanie?

4. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie m?(1 — sinx) — 4m + sinx + 1 = O ma
rozwigzanie?

5. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie

cos2x + cos (Zx + %n) = logi(3m + 5) — log:1(10 — m) ma rozwigzanie?
3

3

6. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie
cosx + v/3sinx = log(m — 1) — log (3 — m) ma rozwiazanie?

WskazowKki i odpowiedzi:

2.a)x=—§n+2knvx=§n+2kn, keZ, b)x=§n+§krr, kEZ,c)x=—§+
2krrvx=%+2krrvx=5§+2kn, keZ, d)x=—§+knvx=—%+knvx=%+

18

krcvx=2+kn kez e)x=E+knvx=(2k+1)n kez, f)x=£+knvx=£+kn,

kezZ, g)x——+— keZ, h)x——+— ke€Z, 1)x——+k7tvx——+2kn kezZ,
)x=—Z+krrvx=E+kn,kEZ, k)xzzvxznvx=7,l)x=5+kn,kEZ,
m) x = 102k x = 102k*05 k€ Z, n) x=I, 0)(x=2k7t/\y=10)v(x—(2k+
Dray=01), k€Z px=-1vx=1+in+=, keZ 3.ke[05|u[: +m).

1 25

4me[o] 2+oo)5me[———]6 [

103 301
101’ 101"

10. Funkcje zlozone i funkcje odwrotne

Definicja. Jezeli f: X CcR—-Y CRi

a) A c X, tozbiér f(A) ={y € Y:3x € A(y = f(x))} nazywamy obrazem zbioru A4,
b) BcY,tozbiér f~1(B) = {x € X: f(x) € B} nazywamy przeciwobrazem zbioru B.

Przyklady.

1) Niech f(x) = x2 + 1i A = [—1, 2]. Wyznaczymy obraz zbioru A.
—1<x<2=20<x?<4=1<x*4+1<5=21<y<5.

Stad wynika, ze f(A) = [1,5].

2) Niech f(x) = x%2 + 1i B = (2,5]. Wyznaczymy przeciwobraz zbioru B.

2<y<5=22<x?+1<5=21<x?<4>-2<x<1vi<x<2.
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Stad wynika, ze f~1(B) = [-2,1) U (1, 2].

Definicja. Jezeli Df N Dy # @, to funkcjg g o f: f _1(Df* N Dy) — Dy taka, ktéra kazdemu
elementowi x € f _1(D]f N D) przyporzadkowuje element y = g[f(x)] € Dy nazywamy
zlozeniem (superpozycja) funkcji f z funkcja g.

Przyklady.

1) Niech f(x) = 3x — 11 g(x) = x2.

Dy =R, Df =R, Dy =R, Dy = [0, +00),

Df N Dy = R # @, wigc istnieje superpozycja g o f, poniewaz 4 Df n Dg) =R,togo
fiR—1[0,+%)i(gef)(x) =glf(x)] =gBx—1) = (3x — 1)%

Zauwazmy, ze rowniez Dg N Dy = [0, +0) # @, zatem istnieje superpozycja f o g, poniewaz
g7 ' (DgnDf)=R,tofog:R>Ri(fog)(x) =flg()] = f(x*) = 3x* - 1.

2) Niech f(x) =log,xig(x) = —

19

Df = (0,4), Df =R, Dy =R, Dy = (—,0], D N Dy = R # @, wigc istnieje superpozycja

g o f,poniewaz f~*( Df N Dy) = (0,+0),t0 g o f:(0,+0) = Ri(ge f)(x) = glf(x)] =
g(nx) = —logs x

Zauwazmy, ze rowniez Dg N Dy = @, zatem nie istnieje superpozycja f ° g.
Definicja. Jezeli f: X — Y jest bijekcja, to przyporzadkowanie kazdemu elementowi y € Y

doktadnie jednego elementu x € X takiego, ze y = f(x) nazywamy funkcja odwrotng do
funkcji f i oznaczamy f~1:Y - X.

x=f1ty)ey=rfx.
Przyklad. Wyznaczymy funkcje odwrotng do funkcji f(x) = x3.

Funkcja f(x) = x3 jest roznowarto$ciowa i przeksztalca zbidr R na zbiér R, jest wiec bijekcja.

Z réwnania y = x3 wyznaczamy x. Otrzymujemy x = f~1(y) = 3\/§ Po zamianie zmiennych
otrzymujemy f~1(x) = Vx.

Po zamianie zmiennych wykresy funkcji f i f 7! sg symetryczne w wzgledem prostej y = x.

Zadania
1. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji y = f(x), jezeli
a)y= / , b) y = Vx2 + 2x — 3 + log (logzx), ¢) y = v/sinvx, d) y = ,/logcosx,

Oy= [sinZ-1 0y =—=, 9y ="— hy="=
2. Wyznaczy¢ zbior wartosci (przeciwdziedzine) funkcji y = f(x), jezeli
a)y =21"V% p)y= 1:;2, oy=|x—1|+|x—2|, d)y = /logcosx,

e)y=.x(2—-x), Hy= izz, gy = %, h) y = sinx — cosx, i) y = Esinxcosx.
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3. Zbadaé monotoniczno$¢ funkcji y = f(x), jezeli
1

1 _
a)y_1+2x’ b)y_rll oy=x+|x—-1|, d)y=—. ¢ey=2 * 2% f))’:@,
gy = [x].
4. Zbadac¢ roznowartosciowos¢ funkcji y = f(x) w zbiorze X, jezeli

42
a)y=—, X=R—{-1, b)y=—>, DX=[-L1, DX =R, 9y=—" , DX =

(—©,0], 2)X =R, d)y = 3* — 3" x, X—R, e)y =log(x +Vx2+1), X =R.

5. Wykazaé, ze w zbiorze X istnieje funkcja odwrotna do funkcji y = f(x). Wyznaczy¢ funkcje
odwrotng oraz naszkicowaé wykres funkcji f i f~1, jezeli

a)y=x3, X=R,b)y=x|x|, X=R, ¢)y=v1—x2, 1) X =[-1,0],2) X =[0,1],
dy=3"-3% X=Rey=Vvr—x, 1)X—[Z,+00),2)X—[ ,i],
=log(x+\/x2 +1), X =R.

6. Zbadac¢ parzystosc¢ i nieparzystos$¢ funkcji y = f(x), jezeli
_ 2 6 2 X_2—X
Dy =" hy=" gy =2 4y =22 ¢y =loglx +VxZ+ D),

3x—x3’ 1- 3%437%°
f) y = xsinxcosx.

7. Wyznaczy¢ okres podstawowy funkcji:
a)y = sin’x, b) y = 3cos(2x — 1), ¢) y = x — [x], d) y = sinx — tgx,
e) y = sin3xcos5x, f)y = 3tg§ (x —3), g f(x) = tgxctgx.

WskazowKki i odpowiedzi:

1.a) (—1,1], b) (1, +»), ¢) [0, 2] U [472, 92 U ..U [(2k)?m?, (2k + 1)?m?] U ... =
USo[ (2K)2, (2k + 1)?72], d) {2km, k € Z), ) {— kez} H(0,1) U (2 +m),

1+4k

g) (—00,0) U (1, +00), h) Upez (kn =+ kn) =--U (—27‘[, —%n) U (—n, —g) U (O,E) U

2
(mZ)u(2m ) u ... 2.2) (0,21 b) [-3.,5] © [1,+00), d) {0}, €) [0.1], ) (o0, =1) U
(1, +), g) (—00,0) U (4, +), h) [—\/_,\/_ ], 1) [ ’E]' 1. a) rosnaca, b) rosnaca, ¢) niemalejaca,

d) nie jest monotoniczna, e) malejaca, f) nie jest monotoniczna, g) niemalejaca. 4. a) jest
roznowartosciowa, b) 1) jest roznowartosciowa, 2) nie jest rznowarto§ciowa, c) jest
roznowarto$ciowa, 2) nie jest roznowarto§ciowa, d) jest roznowarto$ciowa, e) jest

réznowartosciowa. 5. a) y = Vx,x €ER, b) y = sgn(x)\/m, XER, 0))y= —V1—x2,x€
[01],2)y =VI—xZx€[01], d)y =logs;(x +V2Z +4), © y =-(1—2x +
VI—4x),x € (—oo,ﬂ, 2)y=>(1-2x—VI—4x),x € [o,ﬂ, f)y =2(10% — 107).

6. a) nieparzysta, b) parzysta, ¢) nie jest parzysta i nie jest nieparzysta, d) nieparzysta,

e) nieparzysta. 7.a) m,b) m, ¢) 1,d) 2m, e) m, f) %n, g) %n.

11. Macierze. Dzialania na macierzach
1={12,..,n}, ] ={12,..,k}.

Definicja. Funkcje f: 1 X ] — R nazywamy macierzg o n wierszach i k kolumnach i wyrazach
rzeczywistych .
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fG))=a; 1<i<nl<j<ka;€ER

Macierz wygodnie jest przedstawia¢ w postaci tablicy

[an alk]
anp1 = Apg

Skrétowo macierz o n wierszach i k kolumnach oznaczmy A = [al- j] i<n -
j<k

Definicja. Macierz o tej samej liczbie wierszy i kolumn nazywamy macierzg kwadratowq.

Definicja. Stopniem macierzy kwadratowej nazywamy liczbe wierszy (kolumn) tej macierzy.

Przyklady. [2 (1)] — macierz drugiego stopnia,

1

1 2 3

4 0 1|— macierz trzeciego stopnia.
-1 2 2

Definicja. Macierza jednostkowg n — tego stopnia nazywamy macierz kwadratowg | =
ldlai=j
0Odlai#j"

1 - 0
-l
0 - 1
1 0 0

Przyklad. [0 1 O] — macierz jednostkowa trzeciego stopnia.
0 0 1

[aij]i,an takq, \%% ktérej aij = {

Definicja. Macierz otrzymang z macierzy A po zamianie wierszy na kolumny (lub odwrotnie)
nazywamy macierza transponowang i oznaczamy symbolem A”.

A1 v G
AT= : . : ]
Ak Gnk
2 -3
Przyklad. 4 = |0 —1,AT=[2 0 1].
L, 3 -1 -2

Dzialania na macierzach:

1) Dodawanie i odejmowanie macierzy A = [ai j]isn ,B = [bi j]isn
j<k j<k

A+ B = [aij + bij]isn

jsk
Przyklady.
2 =3 2 3 4 0
a) [0 —-1(+[1 Oo|=|1 -1f,
1 -2 11 2 -1
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2 -3 2 3 0 -6
b)[0 —-1|—(1 0|=[-1 -1}
1 -2 1 1 0 -3
2) Mnozenie macierzy A = [ai j]isn przez liczbe ¢ € R

j<k

cA = [Caij] isn
j<k

2 =3 4 —6
Przyklad. 2-|0 1{=10 2{.
1 2 2 4

3) Mnozenie macierzy przez macierz (iloczyn macierzowy)

Jezeli A = [aij]isn i B= [bl]] i<k, to AB = [Cij]isn s gdzie Cij = Z;‘zl ailblj_
jsk jsp jsp

Przyklad.

_ 2:(=1)+0-(=3) 2-4+0-(=2)] [-
[i g][—é —42]=[1-(—1)13-(—3) 1-413-(—2)]=[—120 —82]'

Zadania

1. Dane sg macierze A = 1 2 (1)], B= [_03 _12 (1)] Obliczy¢ A+B, A — B, 2A, BT.

2 0 1 |. Obliczy¢ AB. Czy istnieje BA?

2. Dane sg macierze A =

3. Dane sg macierze A=|—-1 0 3 ,D=[? 2

2 3] 2 0
4 0 1,C=]0 1
2 2l 1 1

Obliczy¢ a) CT,b) (3A+ B)CD, ¢) (2A — B)C, d) D?.

1 2 3 2 0
4 1{,C =0 1{.

-1 2 1 1

3 1 2
-1 0 3

4 2 1
Wyznaczy¢ macierz AC + BC.

,B=

o

4. Dane sg macierze A =

N

I 2

. 2 0
5. Dane sg macierze A = :

0 -1

Wyznaczy¢ macierze AB i BC.

-1

0 2 0
,c=[0 1.
-2

1 1

S v = O
— O W N

3

Wskazoéwki i odpowiedzi:

-2 0 0
3 3 2

4 4 0

1.A+B:[ 1 0],2A=[2 .

o]
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72 14] 11 1
2.4B=[% 1 ] BAnicistmicje. 3.a) [> 0 1,b)[34 10],c) [—7 Sl,d)[;L it

> 00 0 11 67 13 18 2
3.9 2 1
13 8 7 6 2 0 3
4.AC+BC=(A+B)C=|10 4| 5. AB= BC =
3 -1 -5 0 -2
9 7
4 -1 6 7 4

12. Wyznacznik macierzy. Macierz odwrotna

Definicja wyznacznika macierzy
1) Wyznacznik macierzy kwadratowej 1-go stopnia
lal = a.
2) Wyznacznik macierzy kwadratowej 2-go stopnia
a by_ .,
|c d| = ad — bc.

3) Wyznacznik macierzy kwadratowej 3-go stopnia (rozwinigcie Sarrusa)

ai1 412 Q13| Q11 A1z
a21 a22 a23 a’21 a22 = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 - a13a22a31 —
31 a3z 0Azzldz; Az

011023037 — A12031033.
4) Wyznacznik macierzy kwadratowej n-tego stopnia n > 3 (rozwinigcie Laplace’a)
a) rozwiniecie Laplace’a wzgledem i-tego wiersza

n
detA = Z(_l)i+jaijMij = (D" ag My + -+ (=) ay, My,
j=1
gdzie M;; jest wyznacznikiem macierzy otrzymanej z macierzy A po wykreSleniu i-tego wiersza i
J-tej kolumny.
b) rozwinigcie Laplace’a wzgledem j-tej kolumny

n
detA = Z(_l)i+jaijMij = (=D"ay My + -+ (=) ap; My,
i=1
gdzie M;; jest wyznacznikiem macierzy otrzymanej z macierzy A po wykreSleniu i-tego wiersza i

j-tej kolumny.

0 2 0 1
50 1 0 0 1 0 2 1 0
Przyklady. 1) =0-(—-D¥-11 2 ol+2-(—-D%-{1 2 of[+0-
1120 10 2 00 2
010 2
2 00 2 0 1
D31 1 ol+1-(-D™™-1 1 2/=0-2-6+0—-(-3)=-9.
0 1 2 010

W przyktadzie 1) zastosowano rozwinigcie Laplace’a wzgledem 1-go wiersza.

1 20
0 3 31 0

2) =1-(-D¥-fo 2 o0|=1-3-2-(-1)=—6.
0 0 0 -1
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W przyktadzie 2) zastosowano rozwiniecie Laplace’a wzgledem 1-ej kolumny.

Uwaga. Macierz z przyktadu 2) nazywamy macierzg trojkatna, jej wyznacznik jest rowny
iloczynowi liczb na przekatne;.

Wilasnosci wyznacznika:

1) det(cA) = c™detA.

2) Jezeli w wyznaczniku zamienimy miejscami dwa wiersze (dwie kolumny), to wyznacznik
zmieni znak na przeciwny.

3) Jezeli do dowolnego wiersza (dowolnej kolumny) dodamy inny wiersz (inng kolumng¢)
pomnozony (pomnozong) przez liczbg, to wyznacznik nie zmieni sig.

Przyklad.
02 0 1 1120 11 2 o matws
20 1 0 ™M™ o 1 o 2WitWz g _2 _3 02W2+W“
1120 o201 — " 2 o 1 ~
010 2 010 2 0 1 0 2

1 1 2 0 1 1 2 0

0 -2 -3 0™+ o -2 -3 0 ;
==hb o 31 = “p o -3 1="1EDED=9

0 0 -2 2 o0 o0 >

2 2

Definicja. Jezeli wyznacznik macierzy A jest rowny zero (r6zny od zera), to macierz A
nazywamy macierzg osobliwa (nieosobliwa).

Definicja. Jezeli macierz A jest nieosobliwa, to macierz B nazywamy macierza odwrotng do
macierzy A jezeli AB = ].

1

Twierdzenie. Jezeli macierz A jest nieosobliwa, to macierz odwrotna A~ = m DT, gdzie D
dip v dip o
jest macierzg dopetnien algebraicznych tzn. D = | .|, gdzied;; = (=1)"TMy;.
dpi o dnn
3 0 1
Przyklad. Wyznaczymy macierz odwrotng do macierzy A = |0 -2 1].
0 0 4

detA = —24 # 0 = istnieje A1,

-2

— (_ 1+1_2 1__ — (_ 1+20 1_ — (_ 1+30
dy = (D" | = 8d = (CDWR| ) = 0.dis = DR T

-0

0 1 31 30
dor = (D] | = 00dpy = (-1)F2 7 4|=1z,d23=<—1>2+3|0 ol =0

3
— (—1)3+1 — — 3+2 — — (—1)3+3 - _

diy = (-0 |0 J|=-2.dn = 020 [ =-3.dm =00 0| =6,
-8 0 0 -8 0 -2

D=|0 12 o DT=|0 12 -3}
-2 -3 -6 0 0 -6
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1 9 L
. -8 0 =2 3 ) 112
-1 _ _ 1 . _ 1 1
A" =—— 8 102 2— 0 > 2l
- 1
0 o 3]
Zadania
1. Obliczy¢ wyznaczniki:
2 3 cosx sinx 3 12 3 01 3.0 1
a)|_1 4|’ b)|sinx cosx|’ -1 0 3, dj2 0 1, €0 -2 1/.
4 2 1 0 1 1 0 0 4

2. Stosujac rozwinigcie Laplace’a obliczy¢ wyznaczniki

1 2 01 1 2 0 1

2 0 1 2 2 01 2
ay |l -1 2 0,b1 0 2 3.

0 -1 0 2 0 4 0 2

3. Wykorzystujac wlasnosci wyznacznikdw obliczy¢ wyznaczniki:

1 1 2 31 -1 31 -1
a)|I-1 0 3|,b)f1 1 -2,0)|0 1 =2
4 2 1 2 2 =3 2 2 -4
1 01 10
I 2 01 1 2 0 1
2 1 2 00
2 0 1 2 2 01 2
d) |1 120)1023f)11011
- 9e 9 .
0 22 10
0 -1 0 2 0 4 0 2
-1 2 3 45

4. Wyznaczy¢ macierz odwrotng do macierzy:

2 10 010
2 2 2 0
-1 3 2 1 3 2
a)|3 -3, b3 1], ¢ , d) .
1 4 1 1 40

Wskazoéwki i odpowiedzi:

1.a) 11,b) cos2x,¢) —9,d) —1,e) —24. 2.a)-9,b)-4. 3.a)3,b)2,¢) -2, d) =9, e) 4,
5

1 2
11 1o 77 T3 -4 0
f) —47. 4. a) i _61 , b) _23 | , ©) —% —% % ,d |1 0 0
4 6 2 1 1 -1 1 1 _1
2 2 2

13. Uklady n—réwnan liniowych o n niewiadomych. Wzory Cramera

Definicja. Ukladem dwoch réwnan liniowych o dwéch niewiadomych nazywamy uktad
rOwnan postaci

{alx + bly = Cl (1)
axx + by = ¢’

_ |11 b1 _ |4 bl — a1 G
Oznaczmy W = a, b,| Wy = ¢, byl Wy = |a2 Cz|
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Twierdzenie. 1) Jezeli W # 0, to uktad rownan (1) ma doktadnie jedno rozwigzanie i nazywamy
go wowczas ukladem réwnan niezaleznych lub ukladem oznaczonym. Rozwigzanie uktadu

iest postaci x = & y =2
.] p - W'y_ w'

2)JezeliW = 0iW, = 0iW, = 0, to uktad réwnan (1) ma nieskoficzenie wiele rozwigzan i
nazywamy go wowczas ukladem rownan zaleznych lub ukladem nieoznaczonym.
Rozwigzaniem jest zbidr wszystkich par (x, y) spelniajacych jedno z rownan uktadu.

3) JezeliW = 01 W, # 0 lub W,, # 0, to uktad rownan (1) nie ma rozwigzan i nazywamy go
wowczas ukladem rownan sprzecznych.

Definicja. Ukladem n rownan liniowych o n niewiadomych nazywamy uktad rownan postaci

2)

{allxl + -+ alnxn = b1
Ap1X1 + o+ apnx, = by,
X1

by
: ] — kolumna niewiadomych, B = \ : ] —
Xn b,

Qi1 Qun
: : ] — macierz ukladu (2), X =

An1 " Ann

kolumna wyrazéw wolnych.

A=

AX = B — posta¢ macierzowa uktadu (2).
Oznaczmy przez Wy, wyznacznik macierzy otrzymanej z macierzy A po zastapieniu i — tej
kolumny kolumng wyrazéw wolnych.

Twierdzenie. Jezeli wyznacznik macierzy uktadu (2) jest rozny od zera, to uktad ma doktadnie
Wy

jedno rozwigzanie i rozwigzanie to ma postac x; = det; dlai =1,2,..,n.
X1 = le
detA
Wzory : nazywamy wzorami Cramera, a uktad ukladem Cramera.
*n = Geta
x—y+z=0
Przyklad. {x +y—z=3 — uklad trzech rdwnan z trzema niewiadomymi.
x—y+2z=0
1 -1 1 0
A=|1 1 —1| — macierz uktadu réwnan, B = |3| — kolumna wyrazéw wolnych,
1 -1 2 0
X
X = yl — kolumna niewiadomych,
Lz
1 -1 1
detA = |1 1 -1 =3,
1 -1 2
0 -1 1 1 0 1 1 -1 0
We=13 1 -1|=3, W,=|1 3 -1=3W,=[1 1 3| =0,
0 -1 2 1 0 2 1 -1 0
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Zadania
1. Rozwigza¢ uktad rownan:

{2x—3y=1 {x—2y=1 {x—yzl
) Sx +y=2" ) —2x+4y=—2’c) 2x — 2y =4°

2. Dla jakich warto$ci parametrow a i b uktad rownan

a){ax+2y=1 ){(a—S)x—4y=b

8x+ay=bh’ “9x + (a+2)y =9 jest oznaczony, nieoznaczony i sprzeczny?

3x+my=1

3. Okresl liczbe rozwigzan uktadu rownan {Sx +2y=k

w zaleznos$ci od parametréw m i k.

4x—-3y—-7=0
4. Dla jakich warto$ci parametru m rozwigzaniem uktadu réwnan {nfx _ ;/_ 220 jest para
liczb ujemnych?

o . . . xsina — ycosa =1 .
5. Dla jakich warto$ci parametru a rozwigzaniem uktadu rownan { yee _ . jest
xcosa + ysina = 0
punkt lezacy na paraboli y = 1 — x2?

6. Dla jakich wartos$ci parametru m suma liczb x i y bedgcych rozwigzaniem uktadu réwnan
{(1 +logm)x+ (1 —logm)y =1—log?m

) .
2x + 3y = logm jest dodatnia?

7. Stosujac wzory Cramera rozwigzac uktad rownan:

x+y+z=0 x+y+z=2 x+y+z=0
a){Zx—y—z=—3,b) —x+2y+3z=2, c){Zx—y—z=—3 ,
x—y+z=0 x—y—z=0 4x — 5y +3z=-7
X+2y—z—-t=-2 x—y+z—-t=0
Q) 2x-3y—z+2t=1 . —2x+z+2t=7
4x-5y+2z+3t=5 y+z+t=1
X—y—z—t=-2 3x+2y+z+3t=0

8. Rozwigzac¢ uktady rownan z zadania 7 wykorzystujac metode eliminacji Gaussa.
9. Wykorzystujagc macierz odwrotng rozwigza¢ uktady a), b), ¢) z zadania 7.

10. Rozwigza¢ rébwnanie macierzowe

a)AB—XzBA,dlaAz[i 2],B=[_11 _11]

bax+B=apdaa=[* O B=[" 1]
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5 -1 3 -1 1 0
¢) 0,5AB —2XT =BA,dlad=|-5 0 4 ,B=10 4 =2
1 4 =2 2 0 3

Wskazoéwki i odpowiedzi:

1.a)x=%,y= —11—7,b)x=t,y=%(t—1),tER,c)ukladsprzeczny.Z.a)Dla (a #

+4 A b € R) uktad jest oznaczony, dla (a = =4 A b = —2)v(a = 4 A b = 2) uklad jest
nieoznaczony, dla (a = —4 A b # —2)v(a = 4 A b # 2) uktad jest sprzeczny, b) dla (a #

—6 Ab € R)v(a+7Ab € R) uklad jest oznaczony, dla (a = =6 Ab =9)v(a=7 A b = —4)
uktad jest nieoznaczony, dla (a = —6 A b # 9)v(a = 7 A b # —4) uklad jest sprzeczny. 3. Dla
(m# 2 A k € R) uktad ma doktadnie jedno rozwiazanie, dla (m = 2 A k = 1) uktad ma

nieskonczenie wiele rozwigzan, dla (m = 2 A k # 1) uklad nie ma rozwigzan. 4. m € (—00, g)
s 1 1
5.a—;+2knva— 2k + D, keZ. 6.1—0<m<5\/—1_O vm>1 7.a) x=—-1,y=0,z=1,

bx=1y=0z=1 gx=-1Ly=2,z=1, d) x=0y=0z=1t=1Lex=-1y=

1w _m

_1 1 4 4 4

—2,z=1t=2. 10.a)X=[j 1,b)X: 2l gx=|-2 o _3f
2 2 3 g _b

4 2

14. Uklady n réwnan liniowych o k niewiadomych. Twierdzenie Kroneckera — Capelli’ego

Definicja. Ukladem n réwnan liniowych o k niewiadomych nazywamy uktad réwnan postaci

ai1Xq + -+ A1k Xk = bl
An1X1 + -+ ApgXy = by
Ay gk X1 by
A= : ] — macierz uktadu (3), X = | ¢ ] — kolumna niewiadomych, B = | } ] -
an1 - Qngk Xk bn
;- Qi |by
kolumna wyrazéw wolnych, A|B = P ] — macierz rozszerzona uktadu (3).
a‘l’ll ank bn

AX = B — posta¢ macierzowa uktadu (3).

Definicja. Macierz otrzymang z macierzy A po wykresleniu pewnej liczby wierszy lub kolumn
nazywamy podmacierza macierzy A.

Przyklad.
5 1 3 5 1

A=|5 0 4| — podmacierz macierzy A.
1 4 2 > 0

Definicja. Rzedem macierzy nazywamy stopien najwigkszej podmacierzy nieosobliwe;j tej
macierzy.

Przyklady.
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5 1 3 5 1 3
a)A=|5 0 4| detA=|5 0 4|=14+# 0= rzad macierzy A = 3,

1 4 2 1 4 2

[ 5 1 3 5 1 3 5 1
b)A=|5 0 4|, detA=|5 0 4 =0i|5 0|=5¢O=>rzqdmacierzyA=

-5 -1 -3 -5 -1 -3
2,

1 -1 1 . . . . ) .

A= [_ 1 1 - 1], wszystkie podmacierze drugiego stopnia sg osobliwe = rzad macierzy
A=1.

Twierdzenie Kroneckera — Capelli’ego. Uktad (3) ma rozwigzanie wtedy tylko wtedy, gdy
rzA = rz A|B.

Definicja. Uktady rownan nazywamy réwnowaznymi, jezeli majg takie same rozwigzania.
Definicja. Macierze uktadéw réwnowaznych nazywamy macierzami rownowaznymi.
Twierdzenie. Rzedy macierzy rOwnowaznych sg rowne.

Ao B >1rzA =1zB.
Wiasno$ci macierzy rownowaznych:

1) jezeli w danej macierzy zamienimy miejscami dwa wiersze (dwie kolumny), to
otrzymana macierz bedzie rownowazna danej macierzy,

2) jezeli dowolny wiersz danej macierzy pomnozymy przez liczbg rdzng od zera, to
otrzymana macierz bedzie rownowazna danej macierzy,

3) jezeli do dowolnego wiersza danej macierzy dodamy inny wiersz pomnozymy przez
liczbg, to otrzymana macierz bgdzie rownowazna danej macierzy.

Przyklad.
—5wqi+wy
1 1 3] -witws [1 1 3] 3wztws [1 1 3
5 4 0of 8 [0 -1 -15 8 [0 -1 -15|,
1 4 2 0 3 -1 0 0 -—46
1 1 3 1 1 3
macierz A = |5 4 0] jest rbwnowazna macierzy B = [0 —1 —15|, poniewaz rzad
1 4 2 0 0 -46

macierzy B jest rowny 3, to rzad macierzy A4 jest rowniez réwny 3.

Zadania
1. Wyznaczy¢ rzad macierzy:
(2 1 0 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 2
a|l-1 3 2|/,b)|-2 3 -3|,¢1|3 4 -2 1 =-3,d|-1 -2|,
141 -1 4 -2 4 5 -1 2 -4 3 -1
11 1 1 2 21 11
| 21 -1 1 3 b 32 11
Y14 2 22 261”5 3 2 2
32 0 2 5 0 0 01
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2. Rozwigza¢ uktad rownan:

x+y+z=0 x+y+z=3 x+y+z=2
a){2x—y—z=-3,b)y 2x+2y+3z=3, ¢){—2x+ 2y +3z =3,
x—y+z=0 —x+3y+4z=6 —x+3y+4z=6
x+y+z=0
2x+y+z+t=1 x+y+z+t=1
—x—y+2z=3
d) 2x+3y—4z+5t=2, e) 2x+3y—-4z+5t=2 ,f) 5 =
xX=2y—z=-
3x+4y-3z+6t=0 3x+4y-3z+6t=0 yoe
3x—y+2z=-1
x+y+2z=4 xX+y+z=2
2x-3y—-2z=3 2x+3y—-z=1
g) , h .
4x—y+3z=11 4x—y—z=3
x—4y-3z=-1 x=3y+5z=0

WskazowKki i odpowiedzi:

1.2)3,b)2,02.d)2,¢)3.0)3. 2a)x=-1y=0z=1bx=2+5, y=2-2g z=q,
9

a € R, ¢) uktad sprzeczny, d) x =3, y = —2—74—;61, z= —%+§a, t =a, a €R, e)uklad
sprzeczny,f) x = -1,y =0,z=1, g x=3—a, y=1—a, z=a,a € R, h) uklad

sprzeczny.

15. Ciag arytmetyczny i ciag geometryczny

Definicja. Ciag (a,,) nazywamy ciggiem arytmetycznym, jezeli roznica a, ., — a, jest stata
dla kazdegon € N.

Anyq1 — Ay =1 — const.

Wyraz ogolny ciggu arytmetycznego o roznicy r ma posta¢ a,, = a; + (n — 1)r.

ai+an

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego jest réwna S,, = 5

an+1 -

. Jest staly dla

Definicja. Ciag (a,,) nazywamy ciggiem geometrycznym, jezeli iloraz
kazdegon € N.

Apt1
an

= q — const.

Wyraz ogélny ciagu geometrycznego o ilorazie ¢ ma posta¢ a,, = a;q™ 1.
1-q"
1-q°

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego jest réwna S,, = a,

Jezeli |q| < 1, to istnieje suma wyrazéw nieskonczonego ciaggu geometrycznego (szeregu

. . . a
geometrycznego) 1 wyraza si¢ wzorem S = ﬁ.

Zadania

1. Wyprowadzi¢ wzor na sume¢ n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego.

2. Ciag (a,) okreslony jest wzorem a,, = —2n + 5.
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a) Udowodni¢, Ze jest to cigg arytmetyczny,
b) Suma ilu poczatkowych wyrazow ciggu jest rtowna —140.

3. Liczby log, (x — 4),log, 2x,log, x? sa trzema poczatkowymi wyrazami ciaggu
arytmetycznego. Obliczy¢ dwudziesty wyraz ciggu oraz sum¢ dwudziestu poczatkowych jego
wyrazow.

4. Tloczyn pierwszego i szostego wyrazu malejacego ciggu arytmetycznego o wyrazach
catkowitych jest rowny 100. Przy dzieleniu wyrazu drugiego przez wyraz szosty otrzymujemy 3
1 reszte 2. Obliczy¢, o ile jest mniejsza suma dwustu poczatkowych wyrazow o numerach
parzystych od sumy dwustu wyrazéw tego ciggu o numerach nieparzystych.

5. Suma szdstego i szesnastego wyrazu ciggu arytmetycznego jest rowna 5, a iloczyn wyrazu
6smego i dwunastego jest rowny 3. Wyznaczy¢ wzor na wyraz ogolny tego ciggu.

6. Wykazac, ze dla dowolnego ciggu arytmetycznego zachodzi rownos¢ Sz, = 3(S,, — Sn)-

7. Udowodni¢, ze jezeli (a,) jest ciaggiem arytmetycznym o wyrazach roznych od 0, to dlan > 2

1 + 1 ot 1 + 1 :n—l

aaz aas an-2Qn-1 an-1Qan aian

zachodzi rownos¢
8. Wyprowadzi¢ wor na sume¢ n poczatkowych wyrazow oraz wzor na sume wyrazow
nieskonczonego ciggu geometrycznego.

9. Ciagg (a,) okreslony jest wzorem a,, = 2"+ 4+ 2™ 4 2171

a) udowodnié, ze jest to cigg geometryczny,

b) obliczy¢ sum¢ 10 poczatkowych wyrazow tego ciggu.

10. Liczby dodatnie a, b, ¢ s3 trzema poczatkowymi wyrazami ciggu geometrycznego i ich suma
jest rowna 26 a suma ich odwrotnosci wynosi 0,7(2). Znalez¢ te liczby.
x+y+z=m+4

11. Rozwigza¢ uktad rownan{ 2x —y + 2z = 2m + 2. Dla jakich wartosci parametru m

3x+2y—3z=1-2m
liczby x,y, z sa kolejnymi wyrazami ciaggu geometrycznego?
12. Dla jakich wartoéci x, y liczby x + y, x2,y + 2 s3 kolejnymi wyrazami zaréwno ciggu
geometrycznego jak 1 arytmetycznego?

13. Dane sg dwa ciagi arytmetyczny 1 geometryczny. Kazdy sktada si¢ z trzech wyrazow
dodatnich. Pierwsze wyrazy tych ciggdow sg rOwne 1 ostatnie wyrazy tez sa rowne. Suma
wyrazoéw ktorego ciggu jest wieksza?

14. Suma trzech poczatkowych wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego wynosi 6, a

suma wszystkich wyrazow tego ciggu jest rowna %. Dla jakich liczb naturalnych n spetniona jest

o rr 1
nierdéwnos¢ |S — S, | < g?

2 3
. ;e , . 2X 2x 2x
15. Rozwigza¢ nierownos¢ + ( ) + ( ) + .- <0.
x%2-3 x2-3 x2-3

16. Dany jest nieskonczony cigg geometryczny o wyrazach roznych od zera 1 wyrazie ogdlnym

n
a, = (log i) . Znalez¢ taka liczbe x, dla ktérej suma wszystkich wyrazéw o numerach

nieparzystych jest o 2 mniejsza od sumy wszystkich wyrazéw o numerach parzystych.
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17. Funkcja f (x) spetnia rownanie 1+ f(x) + f2(x) + --- = L Wyznaczy¢ dziedzing i

T 2x2-3x
naszkicowa¢ wykres funkcji f(x).

Wskazoéwki i odpowiedzi:

2.b) S14 = —140. 3. 259 = 40, 5,9 = 420. 4. Mniejsza 0 600. 5. a, = —=n + = lub a, =

1 1 1

37— 3.6, Wsk. 3(S2n = 52) = 3(@nsr + o+ Gzn). T Wek. —— = s =
1 ! __1 1(L__1 7 (710 _ - — — —
(s @) =G ) 9w I - D.10.a=2b=6c=181wb a=

18,b=6,c=2.11.m=-78vm=3. 12.x =2,y = 2.13. Jezeli ciagi s3 state, to sumy sg
rowne, jezeli ciaggi nie sg state, to suma wyrazow ciggu arytmetycznego jest nie mniejsza od

2
sumy wyrazow ciggu geometrycznego. 14.n > 9. 15. x € (—o0,—3) U [0,1). 16. x = 10s.
17. f(x) = —2x2 +3x — 1,D = (o,g).

16. Nieskonczone ciagi liczbowe

Definicja. Nieskonczonym ciagiem liczb rzeczywistych nazywamy kazda funkcje f: N — R.
fM=aqa, f2)=a,,.. f(n)=a,,.

a, - wyraz ogolny ciagu, (a,) - ciag o wyrazie ogélnym a,, .

Definicja. Ciag o wyrazie ogélnym a, nazywamy

1) rosnacym < Vne N(an+1 >a, ),

2) niemalejacym < Vne N(an+1 > an),
3) malejacym < Vne N(an+1 < an),

4) nierosnacym < Vne N (an a<a, )

Ciag spelniajacy jeden z warunkow 1) — 4) nazywamy ciggiem monotonicznym.

Przyklad. a,, = % ,
n+3 n+2 -1 . .
A+l = I = 5 s T s e i) 0 = (an) jest malejacy.

Definicja. Ciag o wyrazie ogélnym a, nazywamy

1) ograniczonym z dohu, jezeli dme RVne N (m <a, ),
2) ograniczonym z gory, jezeli IM € RVne N (an <M ), ,

3) ograniczonym, jezeli 3m,M € RVne N (m <a,<M )

Przyklady.
n+2
Dan =213

n+2 . n+2 . .
0< n+3 <l=ciaga, = i3 jest ograniczony.

n?+1
n+2

2)a, =

9
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il >0=>ciaga, = nil jest ograniczony z dotu
s g an = = ] g y s

. n?+1
wykazemy, zZe ciag a,, = —

nie jest ograniczony z gory,

2
gdyby ciag a, = —r; :21 byl ograniczony z gory, to istniata by liczba rzeczywista M taka, ze a,, =
2
7:1:21 < M dla kazdej liczby n € N, zatem prawdziwa bytaby nierowno$¢

n2

2
= <2 <Mdla kazdej liczby n € N, z ktorej wynika, ze n < 3M dla kazdej liczby

n
3 n+2n - n+2
n € N, a to jest sprzeczne, bo zbidr liczb naturalnych nie jest ograniczony z gory.

Definicja. (granicy ciagu)

im a,=a<Ve>03keNVn>k(|a,—d<e)

n—»o0

Przyklad.
Udowodnimy z definicji, ze ciag a,, = nTH ma granice réwna 1.

n+2

2 2
—1|=—<s<:>n>—,zatem
n n &

|an_a|=|

Ve > 03k = E] vn >k |nT+2— 1| < &, co oznacza, ze lim o1

nooo 1
Definicja. Ciag o wyrazie ogdlnym a, nazywamy ciagiem zbieznym, jezeli ma granice.
Wiasnosci ciggdw zbieznych

Twierdzenie. Ciag zbiezny nie moze mie¢ dwoch réznych granic.

Twierdzenie. Kazdy ciagg zbiezny jest ograniczony.

Twierdzenie. Kazdy cigg monotoniczny 1 ograniczony jest zbiezny.

Twierdzenie. (o trzech ciagach)

Jezeli ciagi (a,),(b,),(c,) spelniaja warunki:

1) EIkeNVn>k(an Sbnﬁcn),
2) lIma,=Imc,=g,

n—0 n—oo
to Im b, =g.

n—oo

Twierdzenie. Jezeli Iim a, =a i lim b, =b, to

n—»0 n—>0
(1)  tm (a,+b,)=a+b,
n—0
2)  lm(a,-b,)=a-b,
n—0
3) im (a,b, )= ab,
n—0

4)  Im (a_"]:%’bio'
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Twierdzenie. (Stolza)

Jezeli (1) b, >+,

(2) 3k e Nvn>k(b,,, >b,).

n+l — 4

a n]
bn+1 _bn ,

(3) istnieje granica ciggu [

to fm 2 = fjm Zntl—9n

n—ob, n->w0b,  —b

Zadania

1. Zbada¢ ograniczonos$¢ ciggow:

2n—1

a)an:n_ b) a, =

1
0 a,=n(1+D"), d)a, = nsin -,

2n-1’
_ [V2n?]

T on241”

1 1 1 1
e ap =S+ttt f)a,=1+5++—, 8 a,

n(n+1)

2. Zbada¢ monotoniczno$¢ ciggow:

a) a, = Z—: b)a, =Vn+1-+vn, ¢ a, =n+(-D", d) a, = 2n+(-1)",

2n%+3
nz+1

nn+1)

e a, = [ ]: f)a, =
Da,=(1+ %)n“.

3. Stosujac definicje granicy ciggu liczbowego udowodnié, ze

a) llm——l b) llm(\/n+ \/_)—O c) Al_r&(n+1)2=2’
2+4(-1)" . 1-Vn _
d) TlL—>002— - 0’ e) 1111—13;10 Vn+1 =-1L

4. Udowodni¢ zbiezno$¢ ciggdw:

n
a) an=%’ b) an=(1+%) , ©) an=1+%+”'+%_lnn' d) an=;1'

nk K™ cn
e)anzc— c>1,k€N,f)an=E,keN, g)anzz,cER.

n )

5. Obliczy¢ granicg ciggu

,8a,=n>—2n-5, hya, = -n?+3n+5,

34

_ n?-n+1 . n?-1 _ n-Vn+i M —
a)a, = 3n2-2n+1’ b) a, = (n2-2n+5)2’ ) an = 5— 2\/— ’ \/_( nt+l

= /412 - SR — — 2 Az _
e a, 4n +2n + 2n, 1) a, T, ,g)an VOnZ+2n+1—-vVn2+n+2

—2)n43ntl 1-243-4+-+(2n-1)-2
2n, h)anzi_zinw,l)anz—-l- +o kI ) a, =
1+l+l+...+_1 n

— M — _ (1 _

0 = g (142) = (52 =
242\ n A AN A

00 = () pan =TI @a = [0 + () + () e =
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1 1
Ve Tt e S G0 =

J— = = an = = .
ni1 =2+ ap,,Wa; =1, ayq = \/ﬁ x) ay —Z(1+§+"-+Z)’ Y) X = fogmt
an

%sin(n!), t)an—ln(g’—%) )n—ﬂ, v)a, =2,

n+1

) _ 143+..+(2n+1)
2) Ay =15 @)

Wskazoéwki i odpowiedzi:

l.a)0<a,<2,b)0<a, < %, ¢) a, = 0, z gbry nie jest ograniczony,d) 0 < a, < 1,

e) %S a, <1, ) 1<a,<2,9 % < a, <+2. 2.a)rosnacy, b) malejacy, ¢) nie jest
monotoniczny, d) niemalejacy, e) rosnacy, f) malejacy, g) rosnacy, h) nierosnacy,

i) malejgcy. 4. ¢) wsk. skorzysta¢ z nierownosci —- <In(1+1) <1 1 =0,57721566490... ,

A — stala Eulera-Mascheroniego, d) wsk. zastosowac¢ tw. Stolza, f) wsk. Dla n>k prawdziwa

K'Yk k ko ok K'Yk k ko1
jest nier6wno$¢0< —=—- . == . . e =<

n k! k+1 k+2 n-1n k' k+1 k+2  n-1n

kk+1 k+1 k+2  n-11 Ko 1 1 1 1
. —= -—.5.a) 5,b)0, ¢) —0, d) -, )=, f) =12, g) —-,
Wkl ka2 T ai s kW 0o )2 97 D 8%

W3, )2 )L KDL M= 2 0ep)?2 @, 1)ls)0, )5 uwv2, v)2, w0,
x)0, y)O0, Z)%

17. Granica funkcji
Definicja. Otoczeniem punktu x, nazywamy dowolny przedziat otwarty zawierajacy punkt x,.
Definicja. Sasiedztwem punktu x, nazywamy zbiér (a, xy) U (x,, b).
Definicja (granicy funkcji)
Jezeli funkcja f jest okre§lona w pewnym sgsiedztwie punktu x,, to

lim f(x) = g V(x,) (xn € Daxy, = xgAX, # xo= lim f(x,) = g).
X=X n—oo

Twierdzenie. Jezeli lim f(x) =ai llm g(x) =b,to
X—Xg

D lim [fG) £ 9G] =atb,

2) lim [f(x)g(x)] = ab,

ACO)
3) X—=Xg [g(x) B

Z, b#0.

b

Twierdzenie. (o trzech funkcjach)

Jezeli f(x) < g(x) < h(x) w pewnym sasiedztwie punktu x, i lim f(x) = lim h(x) = g, to
X—Xg X—Xg

lim g(x) = g

X—Xg

Definicja (granicy lewostronnej)

Jezeli funkcja f jest okre§lona w przedziale (a, x;), to

lim f(x) = g< V(x,) (xn € DAxy, = xgnxy < xo=> lim f(x,) = g).
XX n—oo
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Definicja (granicy prawostronne;j)
Jezeli funkcja f jest okre§lona w przedziale (x,, b), to
lim f(x) = g< V(x,) (xn € DAxy, = xgnxy > xo= lim f(x,) = g).
x-oxg n—oo
Twierdzenie. Funkcja f ma w punkcie x, granice rowng g wtedy i tylko wtedy, gdy granice
jednostronne funkcji w punkcie x f istnieja i sg rowne g.

Przyktady granic funkcji:

1) lim32X = q,

x-0 X

2 lim (1+3) =e,

x—+o

1
3) lim(1+ x)x =e.
x—-0

Zadania
1. Obliczy¢ granice:

. X%—4x+3 . x10 0x-1 . 1+x)—x"
a) lim d) lim &0

—_— mm-———,C llm Evr—
x—>1x2-3x+2" ) x—>1x12-1" ) x—1 Ax-1’ x>0  x"TL°
Vx-2

e) lim—— lim
) x—4 E x+4-2" f) x—0 Sin 5x

1-cosx

sin7x . . 1
, & lim—==, h) }Clgr(l)(l — 3x)x,

o 1s 43\ ... [%? L1,

B tim (53) 9 im 35 0 Jim SeinGE + 1)

2. Obliczy¢ granice jednostronne funkcji f(x) w punkcie x 1 stwierdzi¢ czy istnieje granica
funkcji w punkcie x, , jezeli

X

a)f(x)zlz—l,xon,b)f(x)=e§,x0=0,c)f(x)=%,x0=1, d) f(x) =—]—,

2x+ex—1 ex+1
V1-cosx
Xo=0, e f(x)= = X0 =0.

Wskazowki i odpowiedzi:

La)2.b)=. 0. dne3 I, g, e ie, jl, k0. 2.2)-1,1, b)0,+co,
¢)3.0. d)0,0, ¢ ——,7

— i
V22T
18. Funkcje ciagle

Definicja. Funkcja f okre§lona w pewnym otoczeniu punktu x, jest ciagla w punkcie x,, jezeli

Jim £Cx) = f(xo).

Przyklady.
tgx
D ) :{x dlax #0
1 dlax=0
lim 2% = [im 32X L =1 = f(0) = funkcja f jest ciggta w punkcie x = 0.

x-0 X x—>0 X COsXx
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[x]

2) f(x) = {Tl dlax #1

0 dlax=1
lim 2L = 0 "
X1 [;C] = lirr% ~—; hie istnieje = funkcja f nie jest ciagla w punkcie x = 1.
— = 400 x—1XxX—
x—-1t x—1

Twierdzenie. Suma, r6znica, iloczyn, iloraz (tam gdzie jest okre$lony) oraz superpozycja funkcji
ciggtych jest funkcja ciagla.

Twierdzenie. Funkcje elementarne sg cigglte w swoich dziedzinach.

Zadania

1. Wyznaczy¢ zbiér w ktérym ciggta jest funkcja:

a)f(x)—{x dlax <1 b)f(x)—{x +x—2dlax<-2

x dlax =1 x2+5x+6 dlax>-2"
cosx—1 \/xz—
c)f(x):{ |x] dlax # 0 d)f()—{ dlax#0
0 dlax =0 1 dlax=0

e) F(x) = {xctgx dla x + kr

dlax =km '’ kez, ff(x)=[x]sinmx.

2. Dobra¢ parametry a , b tak, aby podane funkcje byty ciagte:

-1 dlax < -2
a)f(x)={ax+b dla—-2<x<1, b)f(x)—{
2 diax>1

dla|x| <1
x?+ax+b dla|x| > 1

Wskazowki i odpowiedzi:

1.a)R—{1}1,b)R, )R, d)R—{0},e) R — {km,k € Z—{0}},DR. 2.a)a=1,b =1,
b)a=1b=-1.

19. Pochodna funkcji

Definicja. Jezeli funkcja f jest okre§lona w pewnym otoczeniu punktu x,, to granice
li f(xo+h)—f(x0)
im———
h—0 h
lub L&)
dx

nazywamy pochodna funkcji f w punkcie x i oznaczamy symbolem f'(x,)

Przyklad. f(x) = x? — x, xo = 0

(h) ~£(0) ey
f'(0) = hm = }11_)0 — = }llir(l)(h 1)

A

sieczna

/

styczna
f (xo.d......... e C

v

pd X0 Xoth X
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Geometrycznie pochodna funkcji f w punkcie x, jest tangensem kata nachylenia stycznej do
wykresu funkcji f w punkcie (x,, f(xg)). ROwnanie stycznej ma posta¢ y = f(xg) +

[ (o) (x = x0).

Funkcje ktora ma w punkcie x, pochodng nazywamy funkeja rozniczkowalng w punkcie x,.
Twierdzenie ( warunek konieczny rézniczkowalnosci).

Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie x,, to jest ciggta w tym punkcie.

Twierdzenie.
Jezeli funkcje f i g sa rézniczkowalne w punkcie x, to

D (f£9)'x)=f"x)+gx),

2) (fg)'(x) =f"(x)gx) + f(x)g'(x),
Ay F ()90 —-f (g’ (%)

3) (5) ) ==

Twierdzenie. Jezeli funkcja g jest rozniczkowalna w punkcie x i funkcja f jest rozniczkowalna
w punkcie y = f(x), to funkcja ztozona f[g(x)] jest rozniczkowalna w punkcie x i

(flg@D" = f'lg(x)]g’ (x).

Definicja. Jezeli funkcja f jest (n — 1) — krotnie r6zniczkowalna w punkcie x, i pochodna (n —
1) rzedu ma w punkcie x, pochodna, to nazywamy ja pochodng n — tego rzedu (n — tg
pochodna) funkcji f w punkcie x,.

O G0) = (£ (xo).

Wzory podstawowe:

’ 1 ’ 1
1) (logax) = , (]nx) =—.
xhha X
2) (ax):axlna, (ex):ex
3) (x“) =ax®!
4) (sin x), =Cos x, (cosx), =—sin x, (tgx)' = 12 , (ctgx)’ = 12 .
cos” x sin “ x
5 o1 L 1 (t)'—l tox) =
) (arcsin x) =T (arccos x) =T arctgx) = Tz’ (arcctgx) = Tt
1-x I-x
Zadania
1. Obliczy¢ pochodng funkcji f(x) w punktach w ktorych ona istnieje, jezeli
a)f(x) = x* + 3x? —l+ 3{/}+i+ 1 b)f(x) = (xz +1)cosx c)f(x) _ x*+x+1
x Vx ’ ’ sinx+x’
d)f(x)=0Cx2+2x+1)3% e f(x) =tg(x> +x+2), ) f(x) =VeX +x2, g) f(x) =
. . 2_q 4 . x
sin? Yx, ) £() = 2%, 1) £(0) = (557) + D) F() = loga(n? %), K) F(x) = 5.

Df(x) =x*Inx, m) f(x) = [x* — 1|, m) f(x) = x|x|, 0) f(x) = [sin x|, p) f(x) = x*,
Q) f(x) = x5"% ) f(x) =sinx™*,5) f(x) = x2|x|, t)f(x) = xarctgx, u) f(x) =
arcsinx 4+ arccosx.

2. Obliczy¢ pochodne f'(x), f" (x), f'"' (x), jezeli
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sinx

a) f(x) = x> + 3x? —i, b) f(x) =x%Inx, ¢ f(x) =e*, d) f(x) =
3. Wyznaczyé n — ta pochodna funkcji

a) f(x) =2% b) f(x) =Inx, ¢) f(x) =sinx, d) f(x) = cosx, e) f(x) = xe*,
f) f(x) = xcos x.

Wskazoéwki i odpowiedzi:

"(x) = 4x3 i L _
l.a) f'(x) =4x°> + 6x+ =+ = x\/_,b)f(x)—Zxcosx (x? + 1) sinx,

(4x3+1)(sinx+x)— (x +x+1)(cos x+1)

o f'(x) = S xi)? , d) f'(x) = 3(3x?% + 2x + 1)? (6x + 2),
/ 3x°+1 ' 2 2 f *In2
&) f'(0) = miangs D@ = «— g f(x) = 205 ) fra) = 20
_ 1 3 4x . ' _ ex [sm(cosx)+cos(cosx)smx]
i) f (x) (x2+1) (x2+1)2° ‘]) f (x) xIn2lnx ’ k) f (x) - (sin(cosx))2 ’

Df'(x)=x3(1+4Inx), m) f'(x) = 2xsgn(x? — 1),x # +1, n) f'(x) = 2|x|,

0) f/(x) = 3sinxsgn(sinx), p) '(x) = x*(1 +Inx), @ F(x) = x*% (cos xlnx + 222),

r) f'(x) = sinx'™* (@ + ctgxlnx) s) f(x) =3x|x], t) f’(x) = arctgx + ﬁ

) f/(x) = 0. 2.2) f'(x) = 5x* + 6x +—, " (x) = 20x° + 6 — =, f"'(x) = 60x? + =,

b) f'(x) =x(1+ 2Inx), f"(x) =3+ Zlnx,f”’(x) = ;, o) f'(x) = 2xe*”, f"(x) =

e* (2 + 4x2), "' (x) = 2xe* (6 + 4x?), d) f'(x) = xcoszﬂ f"(x) =

—x2 sinx—2xcosx+2 sinx CF(x) = —x3cosx+3x2sinx+6xcosx—6sinx _3.a) f(”)(x) — 2*In"x, b)
f™(x) = M ¢) f™(x) = sin (x + ng) d) ™ (x) = cos (x +n§) e) fM(x) =

e*(n+x), ) f”(x) = ncos (x +(n-1) g) + xcos (x + ng)

x3 x4

20. Regula de L’Hospitala
Regula de L’Hospitala.

Jezeli

1) funkqe f( ) f,i 3 sg okre§lone w pewnym sgsiedztwie punktu X,

2) (lim fC0) = lim g() = 0) v (lim f(x) = oo lim g(x) = to0), 3) lim f 82 7

to lim A,
x-xo 9(X)

Reguta de L’Hospitala prawdziwa jest rowniez dla granic jednostronnych, dla granic w +00 i w
—oo oraz dla g = o0, Symbole nieoznaczone typu oo — 0, 0 + 00, 0?, 1° mozna sprowadzié¢ do
symbolu % lub 2 1 zastosowac regute de L’ Hospitala.

Przyklad. lim DY~ Jim 2=0.

xXx—>+00 X x—>+oox
Zadania
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1. Obliczy¢ granice:

1

sin 3x e* x—sinx

a) }cl—rg x3- - b) li }c—>0 sin5x ’ <) hm o x .d) hmoo x3’ e) 1 x2
2 11 . . In? x R tgx
f) llm (e x%), ) hm xInx, h) ,lcll?r(sinx — ),1) xl—l)rpoo_x , ) xll)rglJr tgxs*,

1
k) lim xx, 1) lim (cos x)x, m) lim (xex* — x).
X—+00 xX—+0o X—>—00

Wskazoéwki i odpowiedzi:

La)2, b)=, o) +co, d)0, €0, f) +0,) 0,h) 0,1 0, j) 1, k) 1, D 1, m) 0.

21. Przedzialy monotonicznosci funkcji

Twierdzenie. Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w przedziale (a,b) i f'(x) > 0 (f'(x) < 0)
w tym przedziale, to funkcja f jest rosngca w przedziale (a, b).

Przyklad. f(x) = x —Inx

D=(0,+0), f'(x)=1-7="=,

X
f'(x) <0 e x € (0,1) = funkcja f(x) = x — Inx jest malejgca w przedziale (0, 1],

f'(x) >0 e x € (1,4+x) = funkcja f(x) = x — In x jest rosngca w przedziale [1, +00).

Zadania

1. Wyznaczy¢ przedziaty monotonicznosci funkcji:
a) f()=3x—x", b) f() =12, ) f()=x+sinx, d) f()=x -,

e) f(=x—e" f) f()=xe", g f()=35,0) f(x) =x% 1) f(x) = .

lnx

Wskazoéwki i odpowiedzi:

1. a) malejaca w (—oo, —1],[1, +00), rosngca w [—1,1], b) malejaca w [—1,1], rosngca w
(—o0,—1],[1,4+), ¢) rosngca w (—0, +0), d) rosngcaw [—1, 0)i[1, +0), malejaca w
(—o0,—1]1 (0, 1]. e) malejgca w [0, +0), rosngca w (—0,0), f) malejaca w (—o0, 0], [2, +0),
rosngca w [0,2], g) malejaca w (0, 1), (1, e], rosngca w [e, +0), h) malejaca w (0, i], rosngca w

E, +00), i) malejaca w [e, +00), rosnaca w (0, e].

22. Ekstrema lokalne funkcji

Definicja. Funkcja f ma w punkcie x, maksimum lokalne, jezeli istnieje przedziat (x, —
&, Xo + €) zawarty w dziedzinie funkcji f taki, ze

Vx € (xg — & x9 + &)(f(xg) = f(x).

Definicja. Funkcja f ma w punkcie x, minimum lokalne, jezeli istnieje przedziat (x, — €, x¢ +
€) zawarty w dziedzinie funkc;ji f taki, ze

Vx € (xo — & x0 + &)(f (x0) < f ().

Minima i maksima lokalne nazywamy ekstremami lokalnymi.



Dr Mirostaw Jakubiak: Matematyka dla kandydatow na studia na kierunkach $cistych 41

Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego.

Jezeli funkcja f jest r6zniczkowalna w punkcie xy, i ma w punkcie x, ekstremum lokalne, to

f'(x0) = 0.
Warunek dostateczny istnienia ekstremum lokalnego.

1) Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu xo i f'(x) < 0
(f'(x) >0)dlax < xqoraz f'(x) >0 (f'(x) < 0)dlax > x,, to funkcja f maw
punkcie x, minimum (maksimum) lokalne.

2) Jezeli funkcja f jest 2n — krotnie rézniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu x i
f'(xg) = -+ = f@ D (xy) = 0 oraz f @ (xy) > 0 (f ?W(x,) < 0), to funkcja f maw
punkcie x, minimum (maksimum) lokalne.

Przyklad. f(x) = 3x> — 5x3 — 1,
D =R, f'(x) =15x* — 15x2,

ff[x)=0e15x*—15x2 =0 x=0vx=—-1vx =1,
0
\

+ -1 - - 1+ f'(x)
: : —
x
w punkcie x = —1 funkcja ma maksimum lokalne, Yp,q = f(=1) =1,
w punkcie x = 0 funkcja nie ma ekstremum lokalnego,
w punkcie x = 1 funkcja ma minimum lokalne, y,,;, = f(1) = =3.

Twierdzenie. Kazda funkcja ciagla w przedziale domknigtym [a, b] jest ograniczona i osigga
warto$¢ najmniejsza 1 najwigksza.

Przyklad. Wyznaczymy warto$¢ najmniejszg i warto$¢ najwieksza funkcji f(x) = x2e* w
przedziale [—1,2]. Wartosci te funkcja osiagga w punktach ekstremalnych lezacych wewnatrz
przedziatu [—1,2] lub na jego konficach.

f'(x) = 2xe* + x%e*, f/(x) =0 x=-2vx =0,
-2¢(-1,2),

f(0) = 0 — warto$¢ najmniejsza,

f(=1)=e,

f(2) = 4e? — warto$¢ najwieksza.

Zadania
1. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji:

a) f(0)=x" =5x* +5 =1, b) f()=HEEE o) f)="hx, ) f(¥)=75,

I+x+x
2

X

e) f(x)zxze2 , D f(x)zxze_x, g) f(x)=e"sinx, h) f(x)zcosx+%c052x,

2

i) f(0)=x>§) fx)=x3e".

2. Wyznaczy¢ wartos¢ najmniejsza 1 wartos¢ najwigksza funkcji:
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a) £(x)=x(32+x°) wprzedziale [-3,1], b) f(x)=xe™ w przedziale [-2,2],

2
¢ f(x)=x+ 2Jx w przedziale [0,4], d) f(x)= 1—x_+x2 w przedziale [0,1],

1+x—x

e) f(x)=sin2x—x w przedziale [—g,g] , ) f(x)=+100-x* w przedziale [6,8],

1 1

g) f(x) =Inx + é w zbiorze [e‘z,e_i] U [eE,ez].

3

3. Liczbg 8 przedstawi¢ w postaci sumy x+ y tak, aby suma x~ + y3 byla najmniejsza.

4. Znalez¢ dodatnig liczbe x taka, zeby suma x +% byla najmniejsza.

5. Obliczy¢ dtugosci a,b bokdéw prostokata o najwigkszym polu wpisanego w potokrag o

promieniu R.

6. Obliczy¢ dtugos¢ h wysokosci stozka o najmniejszej objetosci opisanego na kuli o promieniu

R.

7. Jaka powinna by¢ dtugos$¢ wysokosci stozka o najwiekszym polu powierzchni boczne;j
wpisanego w kulg o promieniu R ?

8. Znalez¢ rownanie prostej przechodzacej przez punkt (1,4) odcinajacej na dodatnich potosiach
uktadu wspotrzednych odcinki, ktérych suma dtugos$ci jest najmniejsza.

9. Prostopadto$cienny kontener ma mie¢ pojemno$¢ 144 m i kwadratowa podltoge. Koszt

1 m2 blachy potrzebnej do wykonania podtogi i pokrywy kontenera wynosi 20 zZ, a $cian
bocznych - 30 z{. Jakie powinny by¢ wymiary kontenera, aby koszt jego budowy byt
najmniejszy?

Wskazowki i odpowiedzi:

1

1. a) fmax(l) =0, fmin(3) = —28, b) fmax(o) =4, fmin(_z) = g: ©) fimin (\/_15) = T
d) fmin(e) =e, e fmax(i\/i) = S'fmin(o) =0, fmax(z) = elz'fmin(o) =0,

) fmax (—% + (2k — 1)71) = \/Z—Ee_z+(2k—1)n‘ Fnim (_% n an) _ _\/Z_Ee—z+2kn"k €z

D) (k) = (~1)% + 2, frin (£ 22+ 2km) = =2 k € Z.3) fonn (2) = €75,
B fnax(1) = €L, frnin (0) = 0. 2.2) £(=2) = —48, (1) = 33, b) f(2) = =,
OF@=0fB=8df(;)=fM=fO=10f(3)=-3F(-3
D@ =616 =8 gf?=F(e2)=-% () =f(e)=2 3 x=4.y=4.

4. x=1. 5. a=\/§R,b=%R. 6. h=4R. 7. h =%R. 8.§+% = 1. 9. 6m — dlugos$¢ podstawy,

4m — dhugos¢ wysokosci.

\_/\ﬁ
I
NS

23. Wkleslos¢, wypuklosé i punkty przegiecia funkcji

Definicja. Funkcje f nazywamy wypukla (wklesta) w przedziale (a, b), jezeli odcinek taczacy
dwa dowolne punkty wykresu funkcji w tym przedziale lezy nie nizej (wyzej) niz wykres funkcji
faczacy te punkty.

Uwaga. Z definicji wynika, Ze funkcja liniowa jest jednoczes$nie wypukta i wklgsta w R.
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Warunek konieczny i dostateczny wypuklosci i wkleslosci funkcji.

Jezeli funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna w przedziale (a, b), to jest wypukta (wklesta) w
tym przedziale wtedy i tylko wtedy, gdy f''(x) = 0 (f"'(x) < 0) dla kazdego x € (a, b).

Przyklad. f(x) = x3 —3x2 + 1

D =R, f'(x) =3x%2—-6x, f"(x) = 6x—6,

f'fx) =0 x=1,

f"(x) <0 e x € (—,1) = funkcja jest wklgsta w przedziale (—oo, 1],

f"(x) >0 e x € (1, +x) = funkcja jest wypukta w przedziale [1, +0).

Definicja. Jezeli istnieje € > 0 takie, ze funkcja f jest rozniczkowalna w przedziale (xy —

€,xo + €) 1 w przedziale (x, — €, x,) jest wypukla (wklesta), a w przedziale (x,, x, + €) jest
wklesta, to punkt xy nazywamy punktem przegiecia funkcji f.

Warunek konieczny
Jezeli funkcja f jest dwukrotnie rozniczkowalna w punkcie x, i xq jest jej punktem przegigcia,

to f"'(xg) = 0.
Warunek dostateczny
1) Jezeli funkcja f jest dwukrotnie rozniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu x, i druga
pochodna zmienia znak w punkcie x, to x, jest punktem przegiecia funkcji f.
2) Jezeli funkcja f jest (2n + 1) — krotnie rozniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu x
i f"(x0) = - = f@(x) = 0 oraz f @D (x,) # 0, to x, jest punktem przegiccia
funkc;ji f.
Przyklad. f(x) = x3 —3x2 + 1
D =R, f'(x) =3x%2—-6x, f"(x) = 6x—6,
f'fx) =0 x=1,
f'"x) <0 x€e(—o0,1)Af"(x) >0 x €(1,+0) = x = 1 jest punktem przegiecia
funkc;ji.

Zadania

1. Wyznaczy¢ przedziaty wypuktosci, wklestosci oraz punkty przegiecia funkcji:
a) f()=x"=5x2+3x=5, b) fO)=(x+D*+e", ¢ f(x)=3x" —5x*+3x-2,

d) f(x)=1n(1+x2), e) f(x):e_xz’ f) f(x)=eamgx_

2. Wyznaczy¢ rOwnanie prostej przechodzgcej przez punkty (a, f (a)), gdzie x = a jest punktem
przegiecia funkcji f(x) = x — sin 2x.

Wskazoéwki i odpowiedzi:

1. a) wklesta w (—00, g], wypukta w [g, +00), x = g — punkt przegigcia, b) wypukta w

(—o0,4+), ¢) wklesta w (—oo, 1], wypukta w [1, +o0), x = 1 — punkt przegiccia, d) wypukta
w [—1,1], wklestaw (—oo,—1] i w [1,+), x = +1 — punkty przegiccia, e) wklesta w
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[— ] wypukta w (—oo ] [\/— 00) , X =% g — punkty przegiecia, f) wklesta w

[%, +00), wypukta w (—00, 5], x = E — punkt przegigcia. 2. y = x.

24. Asymptoty funkcji
Definicja. Jezeli funkcja f jest okreslona w przedziale (a, xy) ((xg, b)) i lim f(x) = +oo
xX-Xg
(lim_f (x) = to0), to prostg x = x, nazywamy asymptotg pionowa lewostronna
xX-xg

(prawostronng) funkcji f.

Definicja. Prosta x = x, nazywamy asymptotg pionowa obustronna funkc;ji f, jezeli jest
asymptotg lewo 1 prawostronng.

Warunek konieczny. Jezeli prosta x = x jest asymptotg pionowg funkcji f, to funkcja f nie jest
ciagla punkcie x.

1
Przyklad. f(x) = ex-1

1

111‘{1 ex-1 = 0 = prosta x = 1 nie jest asympyota pionowa lewostronng,
x—->1"
1

11n11+ ex-1 = +00 = prosta x = 1 jest asympyotq pionowa prawostronna.
X—

Definicja. Jezeli funkcja f jest okre§lona w przedziale (—oo,c) ((d,+))i lim [ f(x) —ax —
X——00
b] =0¢( lirp [ f(x) —ax — b] = 0), to prosta y = ax + b nazywamy asymptota ukos$na
X—+00

lewostronng (prawostronna) funkcji f.

Definicja. Prosta y = ax + b nazywamy asymptota ukosna obustronna funkcji f, jezeli jest
asymptotg lewo i prawostronng.

Warunek konieczny i dostateczny. Prosta y = ax + b jest asymptota uko$na lewostronng
(prawostronng) funkcji f wtedy tylko wtedy, gdy

a=11mf(x)(a—l f(x)

x—>—00 X x—>+o0o0 X

bx:_l(l)om[f(x) — ax] (bx:+lc1>om[f(x) — ax].
Przyklad. f(x) = x + %

a= lim ACI . lim (1+%)=1,

x>+ X x—+oo

b =1li [f(x)—ax]—llm—zo,

x—»ioo —+too X

Prosta y = x jest asymptotg uko$ng obustronng.

Definicja. Jezeli funkcja f jest okre§lona w przedziale (—oo,a) ((b,+))i lim f(x) =c¢
X—>—00

( lirp f(x) = c), to prosta y = ¢ nazywamy asymptota pozioma lewostronna

X—-+ 00

(prawostronng) funkcji f.

Definicja. Prosta y = ¢ nazywamy asymptota pozioma obustronng funkcji f, jezeli jest
asymptotg lewo 1 prawostronng.
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2x—-1
x+3

Przyklad. f(x) =

o 2x-—1
im =
x>t x + 3

)

Prosta y = 2 jest asymptotg poziomg obustronna.

Zadania
1. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji:

a) f(x):# b) f(X)Z;C__ZZ’ C) f(x):\/lf—?’ d) f(x): x()H—sinx)’

(x-D(x+2)2 —x x+2

1 2

e)f(x):xln(e+§), f) f(x)zxe’?, g) f(x)=xe*+1, h) f(x)z(x+2)eﬁ.

WskazowKki i odpowiedzi:

1.a) x = 1,x = —2 — asymptoty pionowe obustronne, y = 1 — asymptota pozioma obustronna,
b) x = 2 — asymptota pionowa obustronna, y = x + 2 — asymptota uko$na obustronna,

¢) x = 1 — asymptota pionowa obustronna, y = —/3(x + 1) — asymptota pionowa obustronna,
d) x = —2 — asymptota pionowa obustronna, e) x = —é — asymptota pionowa lewostronna,

1 . .
y=x+ P asymptota ukosna obustronna, f) x = 0 — asymptota pionowa obustronna, y = x —

asymptota ukosna obustronna, g) x = 0 — asymptota pionowa prawostronna, y = x + 3 —
asymptota ukos$na obustronna. h) x = —2 — asymptota pionowa lewostronna, y = ex —
asymptota ukos$na obustronna.

25. Przebieg zmiennoSci funkcji

Schemat badania przebiegu zmiennosci funkcji:
1) dziedzina i miejsca zerowe,
2) granice na koncach przedziatow okreslonosci,
3) przedzialty monotonicznosci i1 ekstrema lokalne,
4) przedzialy wypukltosci i wklgstosci oraz punkty przegigcia,

5) tabela,
6) wykres.
Inx
Przyklad. f(x) = =

1.D=(0,4),f(x) =0 x=1

2. 1i ln—x(ﬁ)——oo:> = 0 jest i t
Jim =) = x = 0 jest as. pionowa prawostronng

lim 2% (+—°°) = lim 2 lim ==0> y = 0 jest as. poziomg prawostronna.

x—+00 Vx \+o x—+o00 X X—+00 VX
1 1
LE-2inx 5
3. f (x) =22~ = =0eohx=2x=c¢?
f'(x) " -~

2
Ymax = f(ez) = E

0 + e? - JE9)
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8

1
—2xVx-3Vx(2-Inx)  Jx(-2-6+3Inx 8 =
x — ¥x( )=0<:>lnx=§<:>x=e3

4. f"(x) =

4x3 4x3
g
0 - es + (%)
8 . i. 8 g .
x = e3 — punkt przegigcia, f(e3) = Py
5.
2 2 8 8 8
X (0,8 ) e (ezleg) e3 (e§’+oo)
f7(x) - - 0 +
f'() ¥ - - -

mlwgz,ol
>

& | o

ST

®

o

f(x) /

Zadania
1. Zbada¢ przebieg zmiennoSci funkcji:
2 x® 4 4 x
=X — =3__—_ €
D fO=20 D) fW=F—, 0 f=3-"-—.d f)=,

2

¢ f()=x—I(x+D), f) f(x)=Incosx, g) f(x)=2%, h) f(x)=xe 2,
2
D=2, ) F0=VF —x K FE=y5 D FG) = X%,

26. Calka nieoznaczona

Definicja. Funkcje F nazywamy funkcjg pierwotna funkcji f w przedziale [a, b], jezeli
F'(x) = f(x) dla kazdego x € [a, b].
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Przyklad. f(x) =x —sinx , x ER

F(x) = %xz + cosx, x €ER.

Definicja. Calkg nieoznaczong funkcji f w przedziale [a, b] nazywamy zbiér wszystkich
funkcji pierwotnych funkcji f w przedziale [a, b].

ff(x)dx =F(x)+Cs F'(x) = f(x), C=const.

Przyklad. [(3x% — sinx)dx = x3 + cosx + C
Sprawdzenie: (x3 + cosx + €)' = 3x% — sinx.

Wzory podstawowe:

a+1

I)Ixadx:x +C dla a#=-1, J.@=ln|x|+C,
a+1 X
X

3)jade=“—+c, [erax=e*+C,
Ina

4)]sinxdx=—cosx+C, .[cosxdx=sinx+C,

6)_[ dx =arcsin x+C,

1—x2

7)I de =arctgx+C.
1+x

Z whasnosci pochodnej funkeji wynikaja nastepujace wzory:
D) [ef (dx=c| f(x)dx,

) [(f0+gCodx=[ fdx+ [g(x)dx.

3) PO e (7 +C.

V()
G
4| o dx=M|f(x)|+C.

Twierdzenie. (o catlkowaniu przez podstawienie)

Jezeli funkcja f jest catkowalna w przedziale [a,b] i funkcja ¢:[a, f]— [a,b] ma ciagla
pochodng w przedziale [a, B], to J. f()dx = j flo®]@'(t)dt dla x = @(t).

Przyklad.

2 — 1 1 1
jxsin(xz + 3)dx [x t3=0 _ J—sintdtz —=cost+C =—=cos(x? +3) + C.

2xdx = dt 2 2 2

Twierdzenie. (o catlkowaniu przez czgsci)

Jezeli funkcje u 1 v majg ciagle pochodne w przedziale [a,b], to

J.u(x)v'(x)dx =u(x)v(x)— ju'(x)v(x)dx )

Przyklad.

47
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u=x, u =1
xcosxdx[ , ’ ) ]zxsinx— sinxdx = xsinx + cosx + C.
v/ =cosx, v=sinx

Zadania

1. Stosujac wzory podstawowe obliczy¢ catki:

3 02 2 3 4
a) f(x ;1) dx, b) j(x} dx, ¢ f(\/;-Fl)(X—\/;-i-l)dx, d) jde,
XNV X

e [—SB2_dx, 1) [rg”xdx, ) [sin® Edx, h) [2edx, D) | 2
cos” xsin“ x cos2x+sin“ x

2. Stosujgc wzor na caltkowanie przez podstawianie obliczy¢ catki:

xdx x> dx e dx
b d ) . b
a).[(xz )Irxc)I5x+3 ).[H\/i ).[\/7 f).[\/:

g)fih/;dx, h) .[s:inzxcosxdx.
-\ X

3. Stosujac wzor na catkowanie przez czgsci obliczy¢ calki:

a) [xe*dx, b) [xsinxdx, c¢) sz cosxdx, d) Iexcosxdx, e) Ih xdx ,

f) [sinlnxdx, g) [sin?xdx, h) [sin 3xcos2xdx, i) [x* In xdx.

4. Obliczy¢ calki:

a) Ie‘/;dx, b)j%

I(3x 4)dx a) .[ (2x-Ddr (2x° +6x° +1)dx
—5x+3 —6x

’ ’
+9 x4 +3x3

2t —le +21x2 —20x+5 d dx . h (x +1)dx
] 8 [ ) [ D]

X2 3x42 X +3x f+23/
3 xdx -2d dx d dx dx

k) N[22 dx ) [—de s o) D)
RN bl o sl l vvsere s B el ol Joe

dx dx
Q| — 1) .
J.SIII)CJFCOS)C J.4—3c052x+5sin2x

Wskazoéwki i odpowiedzi:

la)lx6—zx3+ln|x|+c b)gx\/_—4\/_—i+c c)zxzx/_+x+c d) 3%x +83x +

,1) tgx +c.

2. a)— o 1)4+c b) - (x+3)—51n|\/x+ |+c c)——ln|3—5x|+c d) 2vx+1-
2In(Vx+1+4+1) +c, e ——\/1—x 2+ x3) +c, H — ,/( *+1)3(3e* —4) +c,

g)—x+4\/§+4ln|\/§— 1| +c, h)%sin3x+c. 3.a)e*(x—1) + ¢, b) -xcosx —sinx + c,

¢) x%sinx + 2xcosx — 2sinx + ¢, d) %ex(sinx +cosx)+c¢, e)x(Ilnx —1) +c,

48
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) £(sinlnx—coslnx)+c, 2) lx—lsin23c+c, h) —iCOSSx—lcosx+c

i) —(3lnx—1)+c 4. a)Ze\/—(\/— 1)+c b)ln +c, o) In(|x = 3|(x + 2)?) + ¢,

d)21n|x—3|—;+c, e) x2—6x+—x——+—l |x|+—ln|x+3|+c f) §x3—

2x% +5x + In((x — D?|x — 2|) + ¢, g)—6arctg§x+c, h) ?arctgf+c, 1)—§+
Va3 - Larctg L+ ¢, )V -3 +3m(1+29%) + ¢, W) 3V - 69T +
6In(Yx+1), ) — 2\/7+ In(1+VxZ—2x) +c, m)Fln|\/16x2—16x+24+4x—2 +
c, n)—arcsm( 1) ,O)W+ln|2x—2+2m|+c

=
|+c q) —ln|tg + |+c r) —arctg(Btgx) +c.

D) -

2

cosx—1

cosx+1

27. Calka oznaczona
Definicja. Podzialem przedzialu [a,b] nazywamy ciag przedziatow
([x0» X1 1.[x7 X 1sevn[X,,_1 . X, 1), gdZie xg =a i x, =b.
Definicja. Przyporzadkowanie kazdej liczbie naturalnej jednego podziatu przedziatu [a,b]
nazywamy ciagiem podzialéw przedziatu [a,b].

A :([xloaxn]a[xllaxlz]’---a[xlkl—laxlkl])> A0 = a> Xy =b,

P, = ([x209x21]’[x21’x22]’---’[x2k2—1’x2k2 ]) A20 = > Xopy =b,

Niech ( ) bedzie dowolnym ciaggiem podziatéw przedziatu [a,b] .

Oznaczmy Ax,; =x,; — X,;_1,

0, = max Ax,;.

1<i<k,

Definicja. Ciag (P

n) nazywamy normalnym ciagiem podzialow przedzialu [a,b], jezeli

m &, =0.

n—»o0

Przyklad. [a,61=[0], P, =(0,11,[1,2],..[=L11), 5, =~ 0.
n

Niech f bedzie funkcja okreslong w przedziale domknigtym [a,b],

(Pn) - normalnym ciagiem podziatéw przedziatu [a,b].
k}’l

Definicja. Ciag o, = Z (&AM, , gdzie &,; € [xni_l,xm-] nazywamy ciagiem sum calkowych
i=1

Riemanna.
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Definicja. Jezeli istnieje granica ciagu sum (o,) taka sama dla kazdego normalnego ciagu
podzialdow przedzialu [a,b] niezaleznie od wyboru punktow ¢&,;, to nazywamy ja calka

oznaczong Riemanna funkcji f w przedziale [a,b].

O funkcji f mowimy wowczas, ze jest catkowalna w sensie Riemanna w przedziale [a,b].

n—»0

b
[f(dx=tm o,.

b

Jezeli funkcja f jest nieujemna w przedziale [a, b], to I f (x)dx jest polem obszaru ograniczonego
a

wykresem funkcji f, prostymi x = a i x = b oraz osig Ox.

Twierdzenie. Jezeli funkcja f jest ciagla w przedziale [a,b], to jest catkowalna i

b
J. f(x)dx=F(b)— F(a), gdzie F jest funkcja pierwotng funkcji f w przedziale [a, b].
a

b
Wzor I f(x)dx =F(b)— F(a) nazywamy wzorem Newtona - Leibniza.

a

proykiad. [(2 - =[S -] = (-3) - (E-2) =6- =2
2

Zadania

1. Obliczy¢ calki:

1 2 2 kY4
a) [xdx, b) j“—“ldx, ¢ [(*~10x* +24% - 20x+ 5)dx, d)_f{ﬁ}sin xdx,
0 0 2\/; -1 7 a

oo 2 1
e) fxz sinxdx, f) [Inxdx, g) [x1—xdx.
0 1 0

2. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywymi o rownaniach:
a)y=1—x%y=0, byy=sinx, y=0,x €[0,7], ¢ 4y=8x—x2, 4y=x+6,

2

d) 8)’=X2, yZZSX, e) y=x3, y=x, y=2x,f) y=x"—-x-6, y:—x2+5x+14,

2 2
g y=x", y=%x ., y=3x.
3. Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego parabola o réwnaniu y = x2 + 1 i stycznymi do niej w
punktach o odcietych x = 11x = —1.

4. Obliczy¢ pole obszaru D = {(x,y) € R?; |[y| < x? = 2|x|+1A -1 <x <1}
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Wskazoéwki i odpowiedzi:
La) 2 0)22+1, 0 -399, d) =6, )72 —4, Hlnd—1, g>. 2.2) 2, b)2 ¢ 5=,

64 3 1 27 2
d)?, e);, f)114§, g) ? 3.5 4.

W |

28. Kombinatoryka

Definicja. Permutacja elementéw zbioru n-elementowego nazywamy kazdy n-wyrazowy ciag
elementoéw tego zbioru.

Przyklady.

1) Ze zbioru cyfr {1,2,3,4,5}mozna utworzy¢ maksymalnie 5! liczb pigciocyfrowych, w ktorych
zadna cyfra nie powtarza sig.

2) Ze zbioru cyfr {0,1,2,3,4}mozna utworzy¢ maksymalnie 4 - 4! liczb pigeciocyfrowych, w
ktorych zadna cyfra nie powtarza sig.

Definicja. K-wyrazowa wariacja z powtérzeniami elementéw zbioru n-elementowego
nazywamy kazdy k-wyrazowy ciag elementow tego zbioru.

Wk = nk,

Przyklady.
1) Ze zbioru cyfr {1,2,3,4,5}mozna utworzyé maksymalnie 5° liczb pigciocyfrowych.
2) Ze zbioru cyfr {1,2,3,4,5}mozna utworzy¢ maksymalnie 5* liczb czterocyfrowych.

Liczba funkcji przeksztalcajacych zbior k-elementowy w zbiér n-elementowy jest réwna
liczbie k-wyrazowych wariacji z powtérzeniami elementéw zbioru n-elementowego.

Definicja. K-wyrazowa wariacja bez powtorzen elementéw zbioru n-elementowego
nazywamy kazdy k-wyrazowy ciag r6znych elementoéw tego zbioru.
n!
V= ——.
" (n=k)!

5!
(5—4)!

Przyklad. Ze zbioru cyfr {1,2,3,4,5 }mozna utworzy¢ maksymalnie liczb czterocyfrowych,

w ktorych zadna cyfra nie powtarza sig¢.

Liczba funkcji réznowartosciowych przeksztalcajacych zbior k-elementowy w zbiér n-
elementowy jest rowna liczbie k-wyrazowych wariacji bez powtorzen elementéw zbioru n-
elementowego.

Definicja. K-elementowa kombinacja elementéw zbioru n-elementowego nazywamy kazdy k-
wyrazowy podzbidr elementéw tego zbioru.

n
k _
ck=( k).
Przyklad. Liczba wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego jest réwna:
@+ +E)+-+(C)=2"
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Zadania

1. Z cyfr 1,2,3,4 zapisanych na czterech kartkach uktadamy liczby czterocyfrowe. Ile jest liczb
a) wszystkich, b) parzystych, ¢) podzielnych przez 3, d) podzielnych przez 4, e) wigkszych od
40007

2. W grupie 12 0sdb jest 6 kobiet i 6 mezczyzn. Na ile sposobow mozemy te osoby ustawi¢ w
szereg, jesli

a) osoby te stoja w dowolny sposob, b) na poczatkowych 6 miejscach stoja kobiety,

¢) zadna kobieta nie stoi obok kobiety, d) na pierwszym miejscu stoi kobieta, a na ostatnim
mezczyzna?

3. Ile roznych liczb czterocyfrowych mozna utworzy¢ z cyfr 1,2,3,4,5,6,7 , jesli
a) kazda cyfra moze wystepowac w liczbie co najwyzej raz, b) cyfry mogg si¢ powtarzac?

4. W grupie 12 0so6b jest 6 kobiet i 6 mgzczyzn. Na ile sposobéw mozna:

a) wybrac¢ 2-osobowg delegacje tej grupy,

b) wybra¢ 4-osobowa zenska delegacje tej grupy,

¢) wybrac 4- osobowa delegacje, w ktorej sktad wejda dwie kobiety 1 dwdch mezczyzn,
d) wybra¢ 4-osobowa delegacje mieszana,

e) podzieli¢ t¢ grupe na dwie grupy liczace tyle samo 0sob?

5. Ile podzbioréw co najmniej 2-elementowych, w ktérych suma elementoéw jest liczba

nieparzystg zawiera zbior {1,2,3,4,5,6,7,8}?

6. Do zbioru A nalezg wszystkie liczby naturalne 4-cyfrowe, ktérych reszta z dzielenia przez 3
jest réwna 2, do zbioru B wszystkie liczby naturalne czterocyfrowe, ktérych reszta z dzielenia
przez 5 lub 7 jest rowna 1. Ktéry zbidér ma wiecej elementow?

7. Dane sg zbiory A = {1,2,3,4} i B = {1,2,3,4,5,6}. Ile jest

a) wszystkich funkcji przeksztatcajacych zbior A w zbiér B?

b) wszystkich funkcji réznowartosciowych przeksztatcajacych zbior A w zbiér B?
¢) wszystkich funkcji rosnagcych przeksztatcajacych zbior A w zbiér B?

8. Do windy na parterze 10-cio pigtrowego bloku wsiada 7 oséb. Na ile réznych sposobow osoby
te moga wysias¢ z windy?

9. Na ile r6znych sposobow mozna rozmiesci¢ 4 roznokolorowe kule w 10 szufladach
a) w dowolny sposéb, b) tak, zeby w kazdej szufladzie byta co najwyzej jedna kula?

10. Na ile r6znych sposobow mozna rozmiesci¢ n kul w n szufladach tak, aby doktadnie jedna
szuflada byta pusta.

Wskazoéwki i odpowiedzi:

7!

1.2a) 4!, b) 3!1+3!,¢) 0, d) 32!, e) 3!. 2.a) 12!,b) 6!- 6!, ¢) 6!- 6!, d) 62 -10!. 3.a) 3

b) 7% 4.) (2), ) (), 0 (O, D 2O + ()E. 0 (2). 5124 6 1] = 3000,
B = 2126. T)a) 64, b) % o) (). 8)107. 9.2) 10%, b) = 10. n(})(n — 2)!.

2!’

29. Rachunek prawdopodobienstwa

Q — przestrzen zdarzen elementarnych (zdarzenie pewne)
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@ —zdarzenie niemozliwe
A; —zdarzenia (podzbiory Q) dlai € N
A" —zdarzenie przeciwne do zdarzenia A

Definicja. Prawdopodobienstwem nazywamy dowolng funkcj¢ okre$long na zdarzeniach o
wartosciach z przedziatu [0,1] spetniajgcg warunki:

) P(2) =1,
2) JezeliA;NA;=@dlai# j,to P(Xp=14n) = Xn=1P(4y).
Wiasnosci prawdopodobienstwa:

1) P(®) =1,

2) P(AUB) =P(A) + P(B)— P(ANB),
3) P(A)=1-P(4),

4) Jezeli A € B=P(A) < P(B).

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa.

Zatozmy, ze zbidr zdarzen elementarnych € jest skonczony, a zdarzenia elementarne sg
jednakowo prawdopodobne.

Definicja. Jezeli A € Q, to P(A) = %.

Przyklad.
) — liczba wyrzuconych oczek przy jednokrotnym rzucie kostka sze§cienna,
0N =1{1,2,3,4,5,6},

A — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu parzystej liczby oczek,

A= {246},

2] =6, |A] =3,
—al_3_1

P(A) = NiniaEs

Definicja. Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi, jezeli P(A N B) = P(A)P(B).
Przyklad.

£) — zbidr wynikow otrzymanych przy dwukrotnym rzucie kostka do gry,

A — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu w pierwszym rzucie liczby oczek nie wigkszej niz 3,
B — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu w drugim rzucie liczby oczek mniejszej niz 3,

A N B — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu w pierwszym rzucie liczby oczek nie wigkszej niz
3 1 w drugim rzucie liczby oczek mniejszej niz 3,
2] =62=36,|ANB| =6, P(AnB):%,

(); — zbioér wynikéw otrzymanych w pierwszym rzucie kostka do gry,
1
29

|21 =6, |A| =3, P(4) =
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£, — zbiér wynikow otrzymanych w drugim rzucie kostka do gry,
1
|'QZ| :61 |B| = 2) P(B) :5’

P(ANB) = P(A) - P(B) = zdarzenia A i B sg niezalezne.

Definicja. Prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B,

gdzie P(B) > 0 nazywamy liczb¢ P(A|B) = Pf:gf)-

Przyklad.

A — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu w rzucie kostkg nieparzystej liczby oczek,

B — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu w rzucie kostka liczby oczek podzielnej przez 3,
|2l =6, |[Al=3, [Bl=2,

P(ANB) _
P(B)

=2 P(BlA) =2 =

P(AIB) = o

wlRrle I~
NIRje IR
W

Wzor na prawdopodobienstwo catkowite.
Jezeli

) Q=A4,U..UA,,
2) AlﬂA]=®dlal¢],
3) P(A)>0dlai=12,..,7,

to dla kazdego zdarzenia B C (2, zachodzi wzér
P(B) = P(B|A1)P(Ay) + -+ P(B|An)P(Ay).

Przyklad. Jezeli w urnie [ jest k kul biatych i n kul czarnych, a w urnie II jest 5 kul biatych 1 10
kul czarnych, to prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej z losowo wybranej urny jest

réwne

k 1 5 1
P(B) = P(BIADP(A)) + P(BIA)P(Ar) = -—— 5+ 55

gdzie

B — wylosowanie kuli biatej z losowo wybranej urny,
A, — wylosowanie kuli z I urny,

A, — wylosowanie kuli z II urny.

Wzér Bayesa
Jezeli

1) Q=A4,U..UA,,
2) AiNnA;=0dlai#j,
3) P(4;)>0dlai=12,..,n,

to dla kazdego i = 1,2, ...,n i dla kazdego zdarzenia B C (2, zachodzi wzor

pP(BJA;)P(ay)

PCAB) = SBIA ptary -+ P (BIAR PGy
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Przyklad. Jezeli w urnie I jest k kul biatych i n kul czarnych, a w urnie II jest 5 kul bialych i 10
kul czarnych 1 wylosowali$my kule bialg, to prawdopodobienstwo, ze wylosowaliSmy ja z

drugiej urny jest réwne
5

_ P(B|A;)P(4z) =21 ak+n
P4 1B) = p B e+ BlAP G ~ 121~ T = e
gdzie

B — wylosowanie kuli bialej z losowo wybranej urny,
A, — wylosowanie kuli z I urny,
A, — wylosowanie kuli z 1T urny.

Schemat Bernoulli’ego

Schematem Bernoulli’ego nazywamy skonczony ciag niezaleznych powtorzen tego samego
doswiadczenia o dwu mozliwych wynikach nazywanych umownie sukcesem i porazka.
Doswiadczenia takie nazywamy probami Bernoulli’ego.

Prawdopodobienstwo pojawienia si¢ doktadnie k sukceséw w schemacie n prob Bernoulli’ego z
prawdopodobienstwem sukcesu w kazdej probie rownym p jest rowne

P = (Jra-pr .

Przyklad. Prawdopodobienstwo pojawienia si¢ doktadnie 2 széstek w 5 rzutach kostka do gry
jest rowne

2 5\ (1 2 1\5—2 _ 2:5%
=0 (-3 =%
Definicja. Zmienna losowa X nazywamy funkcj¢ okreslong na zdarzeniach o warto$ciach

rzeczywistych.

Jezeli x4, ..., x,, sa warto$ciami zmiennej losowej X, a odpowiednio py, ..., p,, sa
prawdopodobienstwami z jakimi zmienna przyjmuje dane wartosci, to

X Xq Xp
14 P1 Pn

nazywamy rozkladem zmiennej losowej X.

Przyklad. X — liczba wyrzuconych oczek w jednokrotnym rzucie kostka do gry,

X
p

N R
ANl RN
AN RrW
| R

5 6
1|1
6 | 6

Definicja. Wartoscia oczekiwang zmiennej losowej X nazywamy liczbg
E(X) = Xi=1 xip;-
Przyklad. X — liczba wyrzuconych oczek w jednokrotnym rzucie kostka do gry,
1 7

EX)=1 1+2 1+3 1+4 1+5 1+6 =
6 6 6 6 6 6 2

Definicja. Wariancja zmiennej losowej X nazywamy liczbe

D2(X) = E((X — E(X))? = E(X?) — E2(X).
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Przyklad. X — liczba wyrzuconych oczek w jednokrotnym rzucie kostka do gry,

X| 1|12 ]3|4]|5 |6
p |11 [1]1]1]1
6161616166
X2| 1| 419 |16 |25 |36
p |11 1]1]1]1
6|6 |6|6|6]|6

6 2
[ i

6 2
D2(X) = E(X?) — E(X) =Z§—<Zg) =%(1+4+9+16+25+36)—<—> B

i=1 i=1
Definicja. Odchyleniem standardowym zmiennej losowej X nazywamy liczbg

ox = D?(X).

Przyklad. X — liczba wyrzuconych oczek w jednokrotnym rzucie kostka do gry,
13
Oy = \[DZ(X = \/;.

Zadania

1. Jan i Piotr chodza na wyktad z matematyki. Jan chodzi na co drugi wyktad, Piotr opuszcza
10% wyktaddéw, natomiast na 45% wykladoéw sg obecni obaj. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze

a) cho¢ jeden z nich jest na wyktadzie,

b) doktadnie jeden z nich jest na wykladzie,

¢) zaden z nich nie jest na wyktadzie.

2. Losujemy karte z talii 52 kart. Czy niezalezne sa zdarzenia A i B, jezeli
a) A — wylosowanie asa i B — wylosowanie karty czerwone;j,

b) A — wylosowanie pika i B — wylosowanie czarnego asa,

¢) A — wylosowanie asa i B — wylosowanie karty czerwonej.

3.P(AUB) = %,P(A NnB) = %,P(A\B) = P(B\A). Obliczy¢ P(A), P(B), P(A\B).

4. Zdarzenia A i B sa niezalezne i jednakowo prawdopodobne. Prawdopodobiefistwo zajs$cia
przynajmniej jednego ze zdarzen A i B jest réwne % Obliczy¢ P(A).

5.P(4) = %,P(B) = %,A N B = @. Obliczyé P(A' U B).

6. Wykazaé, ze PLAUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) —P(ANB) —P(ANnC)—P(BNC) +
P(ANBNC).

7. Wykaza¢, ze jezeli A € B=P(A) < P(B).
8. Wykaza¢, ze jezeli P(A) = 0,85,P(B) = 0,75,to P(A|B) = 0,8.
9. Wykaza¢, ze jezeli P(A U B) = 11 zdarzenia A i B sg niezalezne, to P(A) = 11ub P(B) = 1.
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10. Ze zbioru Z = {1,2, ..., 11,12} losujemy jedng liczbe. Niech A oznacza zdarzenie —
wylosowana liczba jest mniejsza niz 7, a B — wylosowana liczba jest podzielna przez 4.
Czy zdarzenia A i B s a) niezalezne, b) przeciwne, ¢) wykluczajg si¢?

11. Rzucamy 4 razy kostka do gry. Obliczy¢ prawdopodobienstwo wyrzucenia za kazdym razem
innej liczby oczek.

12. Rzucamy 5 razy kostka do gry. Obliczy¢ prawdopodobienstwo wyrzucenia co najmniej raz 5
lub 6 oczek.

13. W urnie jest 10 kul biatych i 5 czarnych. Losujemy kolejno bez zwracania 2 kule. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze wylosujemy a) dwie kule biate, b) dwie kule ré6znych koloréw, ¢) za
drugim razem kule biatg?

14. Ze zbioru Z = {1,2, ..., 9} losujemy kolejno bez zwracania 3 liczby. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze a) wszystkie wylosowane liczby beda parzyste, b) liczba wylosowana
za drugim razem be¢dzie parzysta, ¢) trzecig liczbg bedzie 2?

15. Kto$ rzucit 3 razy moneta 1 poinformowal nas, ze wypadta nieparzysta liczba ortow. Jaka jest
szansa, ze wypadtly 3 orty?

16. Losujemy jedng rodzing sposrod rodzin z dwojgiem dzieci. Obliczy¢ prawdopodobienstwo,
ze wybierzemy rodzine z dwoma chtopcami, jesli wiadomo, zZ w tej rodzinie jest przynajmnie;j
jeden chlopiec?

17. W pierwszej urnie sa 2 kule biale 1 6 czarnych, w drugiej 6 bialych i 3 czarne. Rzucamy
kostka do gry, jesli wypadnie liczba oczek mniejsza niz 3, to losujemy kule z pierwszej urny, w
pozostatych przypadkach losujemy kule z drugiej urny.

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo wylosowania kuli biate;j.

b) Wylosowano kulg biata, jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyrzucono wczesniej mniej niz 3
oczka?

18. Urna I zawiera 1 kule biatg 1 jedng czarng, urna Il zawiera 2 kule biale 1 3 czarne. Z urny I do
urny Il przetozono losowo jedng kule a nastepnie z urny Il wylosowano jedng kule. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze a) obie kule byty tego samego koloru, b) z urny II wylosowano kule
biala.

19. Obliczy¢ prawdopodobienstwo wyrzucenia doktadnie dwoch szdstek w czterech rzutach
kostka.

20. Prawdopodobienstwo trafienia w dziesigtke przy jednym strzale jest rowne g Ile nalezy

oddac strzalow, aby z prawdopodobiefistwem wigkszym od 0,9 trafi¢ w dziesiatk¢ co najmniej
raz?

21. Rzucono 10 razy kostkg. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze w pierwszym rzucie wyrzucono
6, jezeli wiadomo, ze wyrzucono trzy razy 6?

22. Pogotowie ratunkowe dysponuje trzema karetkami. Prawdopodobienstwo, ze w godzinach
8.00 — 9.00 samochodd bedzie w bazie jest rowne 0,2 dla kazdego samochodu.

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze w danym czasie co najmniej jeden samochod bedzie w
bazie.

b) Jaka liczbg samochoddéw powinno dysponowaé pogotowie, aby prawdopodobienstwo tego, ze
w danym czasie w bazie bedzie co najmniej jeden samochdd byto wigksze niz 0,95?
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23. Paradoks kawalera de Méré. Co jest bardziej prawdopodobne: otrzymanie co najmniej
jednej jedynki przy rzucie 4 kostek, czy co najmniej raz dwdéch jedynek na obu kostkach przy 24
rzutach dwoch kostek?

24. Zadanie Samuela Pepysa (zadane Newtonowi) Co jest bardziej prawdopodobne:
wyrzucenie co najmniej jednej 6 w 6 rzutach, co najmniej dwu 6 w 12 rzutach, czy co najmniej
trzech 6 w 18 rzutach?

25. Jaka jest szansa, ze na balu spotkam osobe, obchodzaca urodziny tego samego dni, co ja? Ile
powinno by¢ 0séb, zeby szansa przekroczyta 0,5?

26. Rzucamy dwa razy monetg. Zmienna losowa jest r6znicg liczby ortow i reszek. Wyznaczy¢
rozktad, warto$¢ oczekiwang 1 wariancj¢ tej zmiennej losowej.

27. Rzucamy kostka. Gdy wypadnie parzysta liczba oczek, wygrywamy 2 zl, gdy wypadnie
nieparzysta wigksza od 1 — przegrywamy 4 zt, a gdy wypadnie 1, to nic nie wygrywamy i nic nie
przegrywamy. Wyznaczy¢ rozktad wygranych, warto$¢ oczekiwang i wariancj¢ tej zmiennej
losowe;j.

28. Rzucamy symetryczng moneta do momentu wyrzucenia orla lub trzech reszek. Zmienna
losowa jest liczba wykonanych rzutow. Wyznaczy¢ rozktad, warto$¢ oczekiwang i wariancje tej
zmiennej losowe;.

29. Rozpatrujemy nastepujaca gre: losujemy jedng karte z talii 52 kart i wygrywamy 5 zt jezeli
jest to as, wygrywamy 2 zt jezeli jest to krél, dama lub walet, przegrywamy 1 zt w pozostatych
przypadkach. Czy jest to gra sprawiedliwa?

30. Rzucamy dwoma symetrycznymi monetami i wygrywamy tyle zt ile ortow wyrzucimy.
Jezeli wyrzucimy dwie reszki placimy x zt. Ile powinien wynosi¢ x, zeby gra byta sprawiedliwa?

Wskazowki i odpowiedzi:

1.a) 0,95,b) 0,5, ¢) 0,05. 2.a) tak, b) tak, ¢) nie. 3. Wsk. P(A U B) = P(A\B) + P(B\A) +
P(ANB), P(A) = P(A\B) + P(ANB), P(4) = P(B) = Z P(A\B) = % 4.1— g 5. g
7.Wsk. B = AU (B — A). 10.a) nie, b) nie, ¢) nie. 11 2. 12.1— (9. 13.2) = . b) .
0. 14.2)-,b)s. 0. 15.5. 16.2. 17.2)3,b) 7. 18.2) —, b) = 19.2= 20.co

4
najmniej 6. 21. 13—0 . 22. a) 0,488, b) co najmniej czterema. 23.1 — (Z) ~ 0,5177 — p —stwo

24
wyrzucenia jednej 1 w 4 rzutach, 1 — (2—2) ~ 0,4914 — p — stwo wyrzucenia dwoch 1 w 24

6 12 11
rzutach. 24. 1 — % ~ 0,665 — p — stwo wyrzucenia jednej 6 w 6 rzutach, 1 — (27 + 12 27) ~

517
o

18 16
0,619 — p — stwo wyrzucenia dwu 6 w 12 rzutach, 1 — (% + 18—+ 153 278) ~ 0,597 —p-—

n
stwo wyrzucenia trzech 6 w 18 rzutach. 25.1 — (1 — %) , gdzie n — liczba oséb, p > 0,5 dla

n>253. 26. P(X = —4) = %,P(X =0) = %,P(X =2)= %,E(X) = —%,DZ(X) = 23—3
27.P(X = —2) = 0,25,P(X = 0) = 0,5, P(X = 2) = 0,25, E(X) = 0,D%(X) = 2.
28.P(X =1) = 0,5,P(X = 2) = 0,25,P(X = 3) = 0,25, E(X) = 1,75,D%(X) = 2,5.
29.P(X =5) = é,P(X =2) = g,P(X =—1) = %,E(X) = % # 0 — gra nie jest

sprawiedliwa. 30. x = —4.



